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“La ciencia sdlo llega a la perfeccion

cuando consigue valerse de las matematicas”.

Karl Marx
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Prélogo

El presente libro incursiona en tematicas relacionadas con asignaturas del
area de la Matematica, y aborda contenidos esenciales que deben adquirir
los profesionales de las especialidades de las Ciencias Econdmicas y
Empresariales durante su formacion curricular.

Larelevancia de la obra se encuentra explicita en el tratamiento metodolégico
y didactico que se da a los aspectos tedricos y practicos relacionados con
las tematicas de Programacion Lineal, Programacion de Meta, Pruebas
de Hipdtesis, Analisis de Regresion y Aplicaciones de las Derivadas, asi
como en lograr una integracion armoénica de estos métodos y modelos en
sectores estratégicos de la economia, como el transporte, el agroindustrial y
el agropecuario.

Los contenidos abordados se encuentran debidamente articulados vy
estructurados, y responden a la l6gica y a la metodologia que exigen estas
tematicas de la Matematica Aplicada. El lenguaje técnico utilizado se ajusta
al rigor cientifico que requieren los contenidos presentados, utilizando en la
escritura términos y simbologias universalmente empleados.

Ellibro se encuentra estructurado en dos capitulos, referentes a la modelacion
matematica de los procesos econdmicos en el transporte y en la ganaderia.
El desarrollo metodoldgico de los capitulos se sustenta en la aplicacion de la
metodologia de la modelacién econdmico-matematica.

En el desarrollo inicial de los capitulos, se hace referencia a las caracteristicas
productivas, econdmicas y tecnolégicas del objeto de estudio practico, lo
que permite una mejor comprension del proceso de modelacion matematica
mediante la aplicacion de la programacion lineal y de meta lineal con
prioridades.

Un aspecto significativo del libro, que contribuye a robustecer la solucion
de los modelos econdmico-matematicos, es la determinacion y validacion
de sus parametros, a través del empleo de los métodos y técnicas de la
Estadistica, la Econometria y la Matematica. Estos métodos y técnicas, asi
como los modelos econémico-matematicos, se abordan tedricamente y se
realizan sus aplicaciones practicas a situaciones econémicas reales.

Se presenta una amplia utilizacion de paquetes de programas informaticos
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para la obtencion de la solucion de los modelos econémico-matematicos
y para la estimacion e inferencia de los modelos estadisticos. Ademas, se
emplea un asistente matematico para realizar las operaciones de Algebra
Lineal. Para que exista una mejor comprension de los resultados alcanzados,
muchos de los mismos, se obtienen realizando los célculos de forma manual
y mediante la utilizacion de los programas informaticos.

Se utiliza de manera ajustada la bibliografia consultada y se realiza una amplia
y detallada revisiéon de la literatura mas actualizada procedente de fuentes
primarias, representadas por libros y publicaciones periédicas. Ademas, se
tuvo en cuenta la literatura clasica, de obligatoria consulta en algunas de las
tematicas abordadas.

La finalidad del libro es su utilizacion como material de consulta para los
estudiantes de pregrado de las Ciencias Econdmicas y Empresariales, en
temas de las asignaturas de Matematica Aplicada, Inferencia Estadistica,
Investigacion Operativa y Econometria.

Los autores
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Capitulo |

Modelacion econdmico-matematica para |la
planificacion Jptima del transporte en procesos
agroindustriales

1.1.Introduccioén al capitulo. Aspectos esenciales de la metodologia
de la modelaciéon econémico-matematica

En el presente capitulo, se exponen aspectos esenciales a tener en cuenta
en las fases de la metodologia de la modelacion econémico-matematica,
precisando en la formulacién matematica, supuestos y elementos basicos
para la construccion de un modelo de programacion lineal, como un caso
particular de los problemas de optimizacion.

Apartirde las generalidades sobre laformulaciony modelacién de un problema
de transporte, y de un estudio detallado de las caracteristicas tecnolégicas
y econdmicas del proceso de transportacion en la agroindustria azucarera,
se realiza la modelacion econdmico-matematica para la optimizacion del
transporte, mediante la construccion de dos modelos de programacion lineal.

Como relevante, se presenta la modelizacién matematica de los parametros:
capacidad industrial de los centros de recepcioén y costo de transportacion,
correspondientes a los modelos de programacion lineal construidos.

La determinacion y validacion de la capacidad industrial se realiza mediante
la estimativa e inferencia del andlisis de una funcién de regresion lineal
multiple, representada por un modelo de regresion polinomial, donde se
tienen en cuenta: la prueba de hipdtesis de F de Fisher y las pruebas de los
supuestos basicos de no autocorrelacion, homocedasticidad y normalidad,
tales como, Durbin-Watson, Breusch-Godfrey, Goldfeld-Quandt, general de la
heterocedasticidad de White, Jarque-Bera y Shapiro-Wilks.

Se muestra la utilizacion de las derivadas a la resolucion de problemas
de optimizacion en la determinacion de aprovechamiento maximo de la
capacidad industrial y en el andlisis de algunas de las propiedades que
cumplen las funciones reales de una variable real.

En la modelizacion econémica de la funcién del costo se determina una
funciéon racional de tipo lineal, y en su validacion, se utiliza la prueba de
hipotesis entre medias, mediante una prueba ¢ de Student para dos muestras
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independientes, y se corroboran los supuestos de normalidad y de igualdad
de varianzas, a través de las pruebas de hipoétesis de Shapiro-Wilks y de
Levene, respectivamente.

A los contenidos tratados de programacion lineal, estadistica matematica,
econometria, matematica y algebra lineal inicialmente, se hace una
exposicion tedrica y, posteriormente, en las aplicaciones practicas, se
presentan sus resultados calculados manualmente y obtenidos mediante
programas informaticos correspondientes a dichas materias. En la parte final
del capitulo, se hace un esbozo tedrico sobre el andlisis econémico de la
solucion 6ptima de un modelo de programacion lineal.

La planificacién del transporte como actividad de la agroindustria azucarera
juega un papel decisivo, tanto econémico como productivo, ya que constituye
el vinculo indispensable entre la agricultura y la industria. La planificacion
del proceso de transportacion presenta sus especificidades, que radican
en: la dispersion de sus objetos de trabajo, sus caracteristicas heterogéneas
y sus multiples conexiones, diferentes niveles de eficiencia de los recursos
productivos en dependencia de las condiciones concretas de trabajo,
influencia de las condiciones climaticas y naturales, etc.

La complejidad del proceso econdmico-productivo del transporte en la
agroindustria dificulta grandemente no solo el andlisis y comprension de dicho
objeto de estudio, sino también la planificacion de su desarrollo, por lo que es
necesario aplicar métodos de planeacion econémicamente fundamentados
que permitan detectar oportunamente cualquier incumplimiento y tomar
decisiones para su correccion.

Una via efectiva para lograr el perfeccionamiento de la planificacion del
proceso de transportacion y de las actividades vinculadas a este, es
mediante la aplicacion de técnicas de avanzada, por medio de los métodos
y modelos econdmico-matematicos. Por ello, constituye una necesidad de
la economia agroindustrial azucarera el empleo de técnicas modernas de
gestion empresarial, adecuadas a cada escenario y basadas en las mejores
y mas avanzadas préacticas contemporaneas, con el propdsito de garantizar
la mayor eficiencia en la gestion de los procesos econémicos y productivos.

La utilizacion de estos modernos métodos de planificacion en la
economia agroindustrial azucarera posibilita: seleccionar las variantes
de transportacion 6ptima, dar un uso racional a los recursos técnicos y
econdmicos que participan en el corte mecanizado, lograr un mejor balance
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de las capacidades industriales y obtener niveles maximos de produccion.
Dichos resultados se logran a partir de la minimizacion del costo total de
transportacion, que implicitamente incide en una disminucion significativa de
los costos de produccion de azucar.

Lo expresado evidencia que la utilizacion de los métodos y modelos
economico-matematicos permite obtener resultados superiores a los que
se pueden alcanzar mediante el empleo de los métodos tradicionales de
planificacion.

La planificacion o6ptima del proceso de transportacion se sustenta en la
utilizacion de la Metodologia de la Modelacion Econdmico-Matematica, la
cual se fundamenta en el método de la modelacién como método tedrico de
investigacion cientifica. Este método de investigacion juega un papel relevante
en el estudio del proceso de transportacion, ya que permite profundizar en la
naturaleza de los fenémenos que ocurren en dicho objeto de estudio.

La metodologia de la modelacion econdmico-matematica consta de una
serie de fases y etapas que deben seguirse para resolver el problema objeto
de estudio. Se utilizaron como base metodolégica los criterios de Moskowitz
& Wright (1992); Eppen, Gould, Schmidt, Moore & Watherford (2000); Hillier
& Lieberman (2010); Taha (2012); y Felipe, Ortiz, Martinez & Arias (2013), asi
como la experiencia de los autores del libro. Todo ello posibilitd definir las
siguientes fases de la Metodologia de la Modelacién Econémico Matematica:

|. Planteamiento del problema.

II. Construccion del modelo.

[ll. Prueba del modelo.

IV. Solucion del modelo.

V. Prueba de la solucion y presentacion de variantes.

VI. Implementacion y establecimiento de control y ajuste sobre los
resultados.

El término problema designa una dificultad que no puede resolverse
instintivamente, por lo que se requiere de una investigacién conceptual o
empirica. Por tanto, un problema es el primer eslabén de la cadena: problema-
investigacion-solucion.
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En la primera fase se define, desde el punto de vista cualitativo, el problema
y las caracteristicas que lo hacen modelable. En esta etapa del conocimiento
se abarca, en un principio, al objeto como un todo, asi como los nexos y
relaciones exteriores que son asequibles al conocimiento empirico.

Es imprescindible en esta fase encauzar el trabajo en correspondencia con los
intereses del decisor y considerar todos los factores necesarios que conformaran
el modelo, lo que permitiria realizar un enfoque integral del sistema modelado.
Ademas, se determina la técnica cuantitativa y el método de modelacion
matematica que efectivamente puede representar la situacion problémica.

En dicha fase se requiere: realizar una descripcion precisa de las metas
u objetivos del estudio, identificar las variables de decision o esenciales
y los parametros del sistema de decision, y determinar las limitaciones o
restricciones de las variables del sistema.

Definidos cualitativamente los parametros fundamentales del modelo, se
transita la segunda fase, que se caracteriza por la representacion matematica
del problema planteado.

El planteamiento del problema y la representacion matematica de este se
encuentran en unidad dialéctica, ya que la posibilidad del conocimiento de
un fendbmeno econémico en todos sus aspectos y propiedades, comienza
con la percepcion sensorial de la realidad objetiva, es decir, por lo concreto
sensible; pasando a lo abstracto, etapa en la cual se arriba a determinadas
abstracciones que reflejan la esencia de los fendmenos econdémicos objeto
de modelacion. Después de hechas las abstracciones, el pensamiento se
eleva a lo concreto, fase cualitativamente superior a la anterior, que es lo
concreto pensado y se arriba asi al planteamiento del modelo econémico-
matematico deseado.

El planteamiento del modelo es la fase mas detallada de la metodologia. Una
vez definido el modelo que mejor se ajusta para representar el problema
planteado, se especifican las relaciones cuantitativas presentes en el objeto
y las restricciones del problema en términos de las variables de decision.

Lapruebadelmodelo consiste en comprobar si, cualitativay cuantitativamente,
sus componentes se corresponden adecuadamente con los propdésitos de la
investigacion realizada, y persigue el objetivo de depurar al modelo para
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hacerlo mas representativo de la realidad, cuyos aspectos fundamentales se
propone reflejar. Una caracteristica distintiva de esta fase es su caracter de
retroalimentacion, ya que puede modificar el problema planteado y modelado.

Si la prueba del modelo es exitosa, se procede a obtener la solucion del
mismo. En caso contrario, se vuelve a la fase de planteamiento del problema
0 a la de construccion del modelo.

La solucién del modelo planteado, cuarta fase, puede lograrse mediante la
aplicacion de algun procedimiento de calculo o método de solucion, tales
como: el analitico, el numérico o de simulacion.

Entre las fases de construccion y de solucion del modelo, existe un
determinado nivel de retroalimentacion, pues el planteamiento matematico
del problema debe satisfacer todas las condiciones que exigen el algoritmo
del método de solucion.

La comprobacion de la solucion permite incorporar mayor nivel a los
resultados obtenidos y constituye un paso decisivo para demostrar su
grado de aplicabilidad préactica. Por tanto, la fase de prueba de la solucion
y presentacion de variantes es necesaria, ya que la solucién obtenida no
puede ser aplicada inmediatamente sin antes probar sus beneficios, pues
el modelo representa a la realidad solo parcialmente y la solucién no puede,
consecuentemente, reflejar todos los aspectos del problema objeto de
analisis.

Un momento importante es la presentacion y analisis de la solucion con
los decisores, pues es el paso precedente de la aplicacion practica de los
resultados de la investigacion. Si la solucion no satisface las necesidades
y expectativas de los decisores, se introducen las modificaciones y ajustes
correspondientes.

En la Ultima fase, con la implantacion de la solucion del modelo seleccionado,
se comienza a verificar la relacion existente entre el objeto de la investigacion
y Su representacion, y se comienza a resolver la situacion problémica. Por
tanto, la investigacion econémica donde aplican las técnicas cuantitativas de
gestion se considera como concluida cuando se ha introducido y demostrado
su utilidad econdmica y practica.

Si el modelo econdmico-matematico se utiliza méas de una vez en el analisis
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de los problemas de decision, este debe revisarse cada vez que se emplee,
para tener en cuenta los cambios que puedan ocurrir en las condiciones
y datos del modelo; ademas, se debe tener en cuenta si satisface los
requerimientos del decisor.

En este primer capitulo se exhibe una metodologia para la planificacion
del proceso de transportacion en la agroindustria azucarera, mediante
la utilizacion de los métodos y modelos econdémico-matematicos de
optimizacion. Para la elaboracion y desarrollo de la metodologia se hace
necesario procesar la informacion de partida y comprobar los resultados.
Aqui se utiliza el Analisis Estadistico Matematico, el Anélisis Econométrico
y Matematico. La metodologia expuesta es factible de ser aplicarla a otros
procesos de transportacion.

1.2. Caracteristicas tecnolégicas y econémicas del proceso de
transportacion

En la planificacion del proceso de transportacion de la cafia de azucar es
necesario tener en cuenta las caracteristicas que determinan la estructura
tecnoldgica del alza y corte mecanizado y de la recepcion industrial, como
actividades que se complementan en el proceso de transportacion e
interactian como sistema, en elllamado sistema de recoleccion de la cosecha.
Su mecanizacion comienza por el alza de cafia cortada manualmente. La
operacion tecnoldgica del alza consiste en levantar los bultos de cafas,
previamente formados por los cortadores de cafia y ubicarlos sobre el medio
de transporte encargado de su traslado.

Una de las operaciones tecnoldgicas de mayor complejidad en el proceso
de recoleccion de la cosecha de cafia lo constituye el corte mecanizado. En
la realizacion de esta labor se utilizan maquinas cosechadoras capaces de
cortar la cafia, trocearla, eliminarle un buen porcentaje de cogollos y pajas, y
situarlas en el medio de transporte.

Paralelamente a la introduccion y difusion progresiva de la mecanizacion del
corte, hay sistemas de recoleccion que utilizan un procedimiento de recepcion
industrial y beneficio de la cafia de azucar, por medio de los llamados centros
de acopio y estaciones de limpieza, conocidos como centros de recepcion
industrial, que constituyen instalaciones industriales de recepcion, troceado,
limpieza y trasbordo de la cana.
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En la transportacion de la cafia desde el campo hasta las instalaciones
industriales o fabrica de azucar, existe una gran variedad de métodos que van
desde los més tradicionales, pasando por modernos y pesados camiones,
hasta las multiples variantes ferroviarias.

La tendencia de los sistemas de transporte de cafia evoluciona en
correspondencia con las particularidades locales, geograficas, ambientales,
econdmicas y tecnolégicas. En tal sentido, el desarrollo del transporte de
cafla en el mundo ha pasado por diferentes etapas, buscando adecuarse a
las condiciones existentes en cada region en particular.

Por tales razones, el sistema de transporte a emplear esta en correspondencia
con las caracteristicas del grado de desarrollo de la industria azucarera 'y con
los niveles de mecanizacion de la agricultura cafera.

En correspondencia con lo anterior, se considera que una fabrica azucarera
es moderna si emplea el transporte automotor para el traslado de la
materia prima del campo a la industria. La tendencia de los paises mayores
productores de azucar es mantener y desarrollar el sistema de transporte
automotor por las caracteristicas técnicas y econémicas que este posee, al
asimilar el auge acelerado de la mecanizacion en la cosecha cafiera.

El transporte constituye el nexo decisivo para lograr el buen desarrollo y
desenvolvimiento de las labores de la industria azucarera y se encuentra
condicionado a los requerimientos del corte de la cafia. Es imprescindible el
empleo de equipos idéneos para su traslado y recepcion industrial.

La seleccidn del tipo de transporte tiene caracter econdémico, por lo general
se recomienda que las distancias largas sean recorridas por ferrocarril, las
medias y cortas por camion, y las mas cortas por tractor con remolque.
Ademas, existe la transportacion con traccion animal, que constituye un
tipo de transporte alternativo utilizado en distancias pequefias, donde las
condiciones concretas lo exijan.

Desde el punto de vista econémico, para la eleccion de un medio de transporte
se le tiene que atribuir un rasgo distintivo al costo de transportacion y a la
distancia de traslado. Otro factor relevante que incide en la seleccion del
tipo de transporte lo constituyen las condiciones de la infraestructura vial, las
cuales determinan el rendimiento de los medios de transporte.
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Ademas de los factores anteriores, para elegir correctamente uno u otro tipo de
transporte, se hace necesario examinar sus indicadores técnico- econémicos
mas importantes, como son la capacidad de transportacion, la velocidad de
envio de la carga y la rentabilidad de la transportacion, entre otros.

En la actualidad, cuando los paises mayores productores de azucar han
acumulado un potencial econémico significativo, la tarea del desarrollo
econdmico actual y perspectivo de la agroindustria azucarera, exige del
aseguramiento de la maxima eficiencia en la utilizacion de los recursos y
entre ellos se encuentran los que participan en el proceso de transportacion.

En correspondencia con lo expresado, una de las tareas de mayor relevancia
en el desarrollo de la agroindustria azucarera lo constituye la elevacion
de su eficiencia. El aspecto central de esta tarea esta representado por la
reduccion de los costos totales, conjuntamente con la utilizacion al méximo
de las capacidades disponibles y la mayor producciéon de azucar.

El transporte es un eslabon tan importante como cualquier otro en el sistema
de fabricacion de azucar. EI mismo tiene gran relevancia econémica, porque
los gastos generales asociados al transporte de la cafia del campo a la
fabrica representan un porcentaje considerable dentro del costo total de
produccion de azucar, dichos gastos oscilan entre el 20y 35 %, dependiendo
de como se realicen los céalculos. Ademas, el proceso de transporte es el
de mayor intensidad de fuerza de trabajo. Por tanto, el transporte constituye
una condicién esencial para lograr niveles de eficiencia econémica en la
agroindustria azucarera.

La importancia del transporte es notable, al poseer funciones indispensables
en el traslado de la materia prima e insertarse como eslabén y factor de
continuidad del proceso productivo, lo que determina que requiera de un
alto grado de eficiencia en el cumplimiento de las tareas a €l asignadas. En
oposicion a la produccion agricola e industrial, que se desarrollan en lugares
especificos donde estan ubicadas, el transporte produce mediante su trafico
en el proceso de traslado de la cafa entre la agricultura y la industria.

El transporte de cafna, como actividad productiva, presenta caracteristicas
economicas especificas al participar en el proceso productivo, ya que a
diferencia de la agricultura o de la industria, no crea un nuevo producto.
El mismo constituye una prolongacion necesaria del proceso productivo de
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la agricultura. En consecuencia, el efecto util del transporte no se puede
separar de dicho proceso productivo.

La produccion de la agricultura cafiera termina cuando el resultado de su
proceso productivo, la cafa de azucar, es trasladada por los medios de
transporte desde las areas de produccion de cafia hasta las instalaciones de
la industria azucarera, por lo que resulta conveniente utilizar eficientemente
el transporte en esta relacion agroindustrial.

En la relacion agroindustrial, donde el transporte constituye el eslabdn
principal y desempefia un papel preponderante dentro de la produccion
azucarera, el costo de transportacion como indicador econémico para medir
su efectividad, tiene una alta significacion por su peso dentro de los costos
totales de produccion del azucar.

El costo de transportacion como criterio de eficiencia es un indicador que
permite generalizar la calidad del trabajo de la transportacion, pues muestra
cuanto cuesta el traslado de la materia prima. En el mismo se refleja: el nivel de
productividad alcanzado, el grado de eficiencia con que se usan los medios
de transporte, la disciplina tecnolégica, la eficiencia de la organizacion del
trabajo, etc.

De aqui se infiere que todas las medidas encaminadas a la reduccion del costo
de transportacion, constituyen fundamentos importantes para la elevacion
de la eficiencia de la produccion del transporte, y en dltima instancia de la
produccion de azucar, como producto final.

La obtencion de una alta eficiencia econémica en la agroindustria azucarera
esta indisolublemente vinculada a la mas eficaz utilizacion de las capacidades
de su equipamiento tecnoldgico; por lo que debe constituir un objetivo
priorizado, dentro de la politica econdémica de cualquier industria azucarera:
aprovechar las capacidades tecnoldgicas hasta el limite maximo que permitan
los recursos disponibles, con mayor eficiencia y menores costos posibles.

1.3. Formulacién matematica, supuestos y elementos basicos para
la construccion de un modelo de programacion lineal

En el presente epigrafe y previo a la modelacion econdmico-matematica
del proceso de transportacion en la agroindustria azucarera, se introducen
sucintamente un conjunto de elementos y conceptos basicos relacionados
con los métodos y modelos de programacion lineal.
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Formulacion matematica y supuestos de los modelos de programacion
lineal

Los problemas de optimizaciéon son aquellos en los cuales se busca el méximo
0 minimo de una funcién con un numero determinado de variables, estando
sus valores sujetos a ciertas limitaciones. El problema de programacion lineal
es un caso particular de los problemas de optimizacion, y puede describirse
de la siguiente forma: dada una funcion lineal de varias variables, se quieren
determinar valores no negativos para dichas variables que maximicen
o minimicen el valor de la funcién lineal, sujeta a ciertas condiciones que
asumen la forma de un sistema de ecuaciones y/o inecuaciones lineales
(Pilar et al., 2013).

Considerando que n es el numero de variables, y que el sistema de
ecuaciones y/o inecuaciones consta de m elementos, con m < n, €l problema
de programacion lineal se formula matematicamente, como sigue:

MinoMax Z =C X, +C, X, +---+C X,

sujeto a

an X, +va, X, ++a, X,k {.=.2
G Xy as X dac—dpia; X {S-,:,E

A, X, +a,,X, ++a, X {5-::,2
X, 20, j=12..n

La formulacion matematica general de un problema de programacion lineal
se representa de la manera siguiente:

Min o Max Z:Z Cj Xj (1)

J=1

sujeto a

i az.J.Xj{z, =iy o }bj (I
=1
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X, > 0 ()

j=L2,..,n
C/_, by a, son valores conocidos y constantes.
Xj son las variables esenciales o de decision.

La funcion (1) se denomina funcién objetivo. Expresa el criterio de optimizacion
que se utiliza en el problema, es decir, minimizar o maximizar. Los valores C.
son los coeficientes de la funciéon objetivo o coeficientes econdmicos.

Al sistema de ecuaciones e inecuaciones lineales (I1) se le denomina sistema
de restricciones lineales, donde: b, son los términos independientes, y a,son
los coeficientes tecnoldgicos de las restricciones, coeficiente de las variables
en las restricciones o coeficientes de conversion.

La expresion (lll) se denomina condicion de no negatividad de las variables
e indica el requerimiento de que todas las variables esenciales o decision
sean no negativas.

Desde el punto de vista matematico no existe diferencia entre sistema de
ecuaciones e inecuaciones lineales o sistema de restricciones lineales, y la
condicion de no negatividad de las variables, en el sentido de que ambas
constituyen limitaciones a los posibles valores de X] La diferencia entre
ambos radica en el tratamiento diferente que se le da a la condicion de no
negatividad de las variables cuando se procede a resolver el problema de
programacion lineal.

Los modelos de programacion lineal cumplen los supuestos de
proporcionalidad, aditividad y divisibilidad.

La proporcionalidad significa que los insumos requeridos para la realizacion
de una actividad y el efecto econdmico que esta produce, siempre son
proporcionales al nivel de actividad.

Lo anterior expresa que: si para producir una unidad de producto j se
requieren de 5 horas/maquinas, y genera un efecto econémico de $ 2,00,
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entonces para producir 8 unidades de producto j se requieren de 40 horas/
maquinas y genera un efecto econémico de $ 16,00.

La aditividad expresa el efecto econdémico total que se obtiene, asi como el
total de cada recurso utilizado como resultado de la ejecuciéon conjunta de
las actividades, debe ser igual a las sumas respectivas de las cantidades
resultantes de la ejecucion de cada actividad.

llustrando este supuesto, con respecto a la utilizacion de los recursos, si para
producir una unidad del producto uno, X,, se necesitan 2 horas/hombre y
para producir una unidad del producto dos, X,, se emplean 5 horas hombre,
entonces la utilizacion total de las horas/hombre esta dada por la ejecucion
conjunta de las producciones, donde se suma la cantidad total de horas/
hombre que son necesarias para producir una unidad del producto uno, X,
mas la cantidad total de horas/hombres que son necesarias para producir
una unidad del producto dos X, resultando la operacion siguiente: 2X, + 5X,

Con respecto al efecto econdémico, si para producir una unidad del producto
uno, X,, se genera un efecto econdémico de $ 6,00 y para producir una
unidad del producto dos, X,, se genera un efecto economico de $ 11,00,
entonces el efecto econdmico total esta dado por la ejecuciéon conjunta de
las producciones, donde se suman el efecto econémico total que genera
producir una unidad del producto uno, X,, mas el efecto econémico total que
genera producir una unidad del producto dos, X, resultando la operacion
siguiente: 6X, + 11X,

La divisibilidad se refiere a los valores permitidos para las variables de
decision. Las variables de decision en un modelo de programacion lineal
pueden tomar valores cualesquiera, incluyendo valores no enteros, que
satisfagan las restricciones funcionales y de no negatividad. Dichas variables
no solo estan restringidas a valores enteros, por tanto, las actividades se
pueden realizar a niveles fraccionales (Moskowitz & Wright, 1992). Las
variables de decision, son variables continuas no negativas, pertenecen
al conjunto numérico de los reales, y pueden tomar valores ceros y reales
pOositivos.

Ademés de los supuestos de proporcionalidad, aditividad y divisibilidad, los
modelos de programacion lineal cumplen con la condicion de ser modelos
deterministicos, ya que los Cj by a, son valores conocidos y constantes.
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Elementos basicos parala construccion de un modelo de programacion
lineal

Cuando se hayan definidos cualitativamente los parametros fundamentales
del modelo y verificado el cumplimiento de los supuestos del problema de
programacion lineal, se procede a la construccion del modelo que representa
al planteamiento del problema objeto de estudio.

Una primera situacion a tener en cuenta en la construccion del modelo es
cerciorarse que la situacion problémica planteada efectivamente suscita la
necesidad de un modelo econdmico-matematico, pues existen dos tipos de
errores:

- Tratar de resolver una situacion compleja de mdultiples alternativas por
métodos empiricos e intuitivos; como consecuencia, se ofrece una solucion
poco fundamentada a un problema que requiere la aplicacion de modelos
econémico-matematicos, que permitan tomar en cuenta todos los factores
condicionantes y ofrecer una solucion cientificamente fundamentada.

- Tratar de aplicar modelos econémico-matematicos a la solucion de
problemas poco complejos y con pocas alternativas, para los cuales no
son requeridos.

La formulacion de un problema da lugar a los planteamientos matematicos
de trabajo y general:

- El planteamiento de trabajo es el utilizado en la etapa experimental de la
investigacion y debe reflejar explicitamente la situacion planteada en la
formulacion del problema, como por ejemplo: el problema modelado en el
epigrafe 2.7.

- El planteamiento general expresa de forma general el problema modelado,
sin expresar numéricamente los parametros del problema, por ejemplo: los
problemas modelados en los epigrafes 1.5y 2.2.

La fase de construccion del modelo se sustenta en las etapas de definicion
de las variables, construccion del sistema de restricciones y planteamiento
de la funcioén objetivo.

Definicion de las variables

Las variables se clasifican en variables de decision o esenciales, y en
variables de consecuencia.
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Cada variable de decision o esencial se identifica con cada una de las
actividades en que se descompone el problema objeto de estudio y mediante
las cuales se puede resolver en forma directa el problema que se trate. Son
las variables en términos de las cuales se expresa la solucion optima del
modelo matematico. Constituye el medio disponible para resolver la situacion
problematica.

Para definir las variables de decision y de consecuencia se debe tener en
cuenta su definicion conceptual, dimensional y temporal.

Definicion conceptual:

Expresa el contenido de las variables desde el punto de vista cualitativo en
el contexto del problema. Para facilitar la definicion resulta atil emplear el
principio de unicidad: de origen, de destino, de estructura tecnoldgica, y de
coeficiente econdmico en la funciéon objetivo.

En consecuencia, una variable se puede definir cuando existen origen,
destino, estructura tecnoldgica y coeficientes econdmicos, Unicos, de
acuerdo con el contexto del problema y con el objetivo que se persiga en
el trabajo de investigacion. La correcta definicion de la variable permitira
identificar en forma exacta los valores numéricos de las variables de decision
en la solucion optima del problema.

A las variables de decision se adicionan subindices y superindices en funcién
de la diversidad de origen, destino, estructura tecnoldgica o coeficiente
econdmico, o algun otro criterio modiflioador que se considere conveniente
instrumentar. Por ejemplo, X, . v X, .

Definicion dimensional:

No basta con definir las variables por su cualidad, es necesario definirlas
también en términos cuantitativos y fisicos, es decir, en las unidades que van
a ser utilizadas para operar con estas variables.

Cuando existan varias alternativas de formas de medicion, se debera
seleccionar la mas representativa del problema objeto de estudio. Se debera
escoger una sola dimensién y ser consecuente con ella en todo el modelo.

Definicion temporal:

Permite enmarcar la variable en un periodo de tiempo determinado. Se
deberé escoger una misma unidad de tiempo. En problemas sencillos, es
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posible obviar este tipo de definicion.
Construccion del sistema de restricciones

El sistema de restricciones, formado por un sistema de ecuaciones o
inecuaciones lineales, constituye el conjunto de limitaciones que restringen
el objetivo primario a lograr, ya que el problema a resolver se optimiza dentro
de un determinado contexto.

Procedimiento para la construccion de las restricciones:

- Establecer el valor numérico del término independiente, teniendo en cuen-
ta su dimension fisica y temporal y su significado cualitativo. El término
independiente puede ser resultado de calculos exactos, estimaciones o
proyecciones.

- Establecer el sentido (signo: 2, =, <) de larestriccion.

-

- Analizar e incluir el conjunto de las variables esenciales o de decision que
conformaran parte de la restriccion.

- Finalmente, se establecen los coeficientes tecnolégicos o coeficientes de
las variables en la restriccion, a, que permitan adaptar las dimensiones de
las variables de decision o esenciales a la de la restriccion, para mantener
la homogeneidad dimensional en la restriccion; de ahi su nombre de coefi-
ciente de conversion.

Forma de empleo de los coeficientes a;

- El coeficiente a,. puede venir dado directamente en la dimension requeri-
da. También puede darse indirectamente, o sea, en forma inversa, en este
caso, se utilizara dividiendo a las variables de decision por a,

- Si el coeficiente a,no se plantea en forma directa o inversa, se debe cons-
truir basado en una determinada informacion. Por ejemplo, en la restriccion
de la capacidad unitaria de almacenamiento.

- Lasrestricciones de demanda, se caracterizan por tener:
- Los coeficientes a, iguales a la unidad.
- Los coeficientes a,que satisfagan una condicion impuesta.

- En algunos problemas es necesario utilizar mas de un coeficiente a,para
homogenizar las dimensiones de las variables con la dimension de la
restriccion.
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Planteamiento de la funcion objetivo

La funcién objetivo es una funcién lineal que depende de todas las variables
de decision o esenciales definidas en el problema. Para su construccion,
se deben tener en cuenta los supuestos de proporcionalidad, aditividad y
divisibilidad de los modelos de programacion lineal y se debe comprobar
el analisis dimensional. La funcion objetivo expresa el propdésito central o
primario que se persigue, y es el medio a través del cual se mide la efectividad
de la solucién planteada.

Métodos para el planteamiento de las restricciones y funcién objetivo

Las interrelaciones existentes entre las variables en las restricciones y en
la funcion objetivo son construidas mediante el método analitico-deductivo.
También, puede ser necesaria la utilizacion de métodos estadisticos vy
econométricos, parala estimaciony validacion de los términos independientes
y coeficientes del modelo.

El método analitico-deductivo consiste en establecer relaciones entre
las variables. Estas relaciones son construidas tomando como punto de
partida el cumplimiento de los supuestos de proporcionalidad y aditividad
correspondientes a los modelos de programacion lineal.

1.4. Generalidades sobre la modelacion y formulacion de un
problema de transporte

En la practica de la planificacion de los procesos econémicos, los métodos
y modelos econdmico-matematicos mas utilizados y elaborados para la
solucion de problemas econdmicos, son los de optimizacion lineal. Esto se
debe a que con respecto a otros modelos, estos presentan una serie de
ventajas, tales como: el planteamiento mateméatico no resulta complejo, existe
flexibilidad en la descripcion matematica de los procesos econémicos, se
dispone de algoritmos de solucién y programas computacionales confiables.

Los métodos y modelos de optimizacion lineal son ampliamente conocidos
y difundidos en la literatura cientifica de investigacion operacional y de los
métodos cuantitativos, se dedican total o parcialmente a su estudio numerosas
obras Los contenidos mas tratados son los aspectos matematicos de los
modelos, la utilizacién de algoritmos de solucion, el modelo dual, el anélisis
de post-optimalidad y los problemas de transporte.
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En los dltimos anos ha existido cierto desarrollo, a nivel empresarial, de los
modelos econdmico-matematicos y su aplicacion en la teoria y la practica de
la planificacion econdmica. Este desarrollo se basa en el conocimiento de la
teoria de la planeacion en la economia y en las nuevas posibilidades de la
matematica y la computacion.

Para la aplicacion de la modelacién econdmico-matematica es necesaria la
practica como fuente y base del conocimiento, pues se quieren resolver los
problemas presentes en la realidad econdémica. Por eso es indispensable
conocer esa realidad y tener conocimientos de la practica econémica para
poder modelarla.

Dentro de las aplicaciones practicas de los métodos de optimizacion lineal, en
la modelizacion econdmica, ocupa un lugar relevante la utilizacion de estos
métodos y modelos a los problemas de transporte, con el objetivo de que
sus resultados sirvan de base para la toma de decisiones en la elaboracion y
fundamentacion de los planes de transportacion.

El problema de transporte se define como aquel en el que se requiere
encontrar el método para asignar productos que estan disponibles en
cantidades determinadas en ciertos origenes, a un nimero de destinos que
tienen demanda conocida, de modo tal que el costo de transportacion sea
minimo. Formalizando lo expresado, la formulacion general de un problema
de transporte, se refiere a cuando se desea transportar un producto
homogéneo desde m origenes hasta n destinos. En cada origen se cuenta
con las cantidades a transportar O, mientras en cada destino se necesitan D,
cantidades de productos. Es conocido el costo de transportar una cantidad
de producto de los origenes i a los destinos J.

Este problema fue dado a conocer en 1941 por Hitchcock, en un estudio
relacionado con /a distribucion de un producto desde diversos origenes a
numerosas localidades; el problema se conoce frecuentemente en la literatura
como el problema de Hitchcock. A partir de entonces, se han desarrollado
numerosos procedimientos para resolver el problema de transportacion,
entre los cuales se destacan, desde un inicio, las versiones simplificadas
del Método Simplex de Dantzig, el Método de Saltamonte de Crarnes y
Cooper, el Método de Distribucion Modificada de Fergurson y el Método de
los Potenciales o de Ford-Fulkerson.
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Existen otros autores, que por medio de sus obras han contribuido al desarrollo
metodolégico del problema de optimizacion del transporte, destacandose:
Moskowitz & Wright (1992); Eppen, et al. (2000); Hillier & Lieberman (2010);
Taha (2012); entre otros.

Los autores citados abordan en lineas generales aspectos tedricos
relacionados con la formulacion del problema de transporte, descripcion
matematica, teoremas que enuncian las propiedades del modelo de
transporte, métodos para obtener la solucion basica inicial, algoritmo de
transporte, dualidad del problema de transporte, etc., constituyendo estas
tematicas las mas importantes y coincidentes. Las situaciones practicas
referidas en sus obras son sencillas e ilustrativas, aunque dan una idea de la
problematica del transporte.

Enlas obrasy publicaciones de los autores de referencia predominan trabajos
de corte tedrico, y las aplicaciones de los modelos econémico-matematicos
son exiguas; no obstante, son trabajos de alto nivel didactico.

Con respecto al planteamiento matematico del problema de transporte, la
generalidad de los autores no rebasan los limites de la llamada forma cléasica,
que consiste en determinar las cantidades de productos homogéneos que
pueden ser transportados desde un conjunto de puntos llamados origenes,
a otro conjunto de puntos llamados destinos, con el fin de minimizar el costo
total de transportacion, suponiendo conocidos los coeficientes econdmicos
de los costos entre origen y destino, asi como las existencias u ofertas y las
necesidades o demandas, en los origenes y los destinos, respectivamente.

En la representacion matematica del problema clasico de los modelos
econdmico-matematicos aplicados a la actividad del transporte, se puede
suponer la igualdad estricta entre la oferta y la demanda. En ese caso, se dice
que el modelo es cerrado. En los llamados modelos abiertos, esta igualdad
no es obligada, o sea, puede existir un exceso o déficit en la oferta.

Ademas de la situacion clasica del problema de transporte, existe la
posibilidad de transportar un producto por mas de un medio de transporte
(automotor, ferrocarril, etc.) y que la capacidad disponible total de cada uno
de estos sea limitado. También es comun el caso de transportar varios tipos
de productos, es decir, productos heterogéneos. Teniendo en cuenta las
situaciones expresadas, de manera general se puede plantear un modelo
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matematico que dé como respuesta los vinculos 6ptimos entre los origenes y
los destinos para cada producto, asi como la via por la cual debe realizarse
la transportacion.

En el caso de las condiciones expuestas donde existe mas de un tipo de
transporte, no se puede resolver con el planteamiento clasico del modelo
matematico, por lo que se hace necesaria la elaboracion de modelos
matematicos que representen esta situacion.

Los planteamientos del problema clasico a las diversas situaciones
generales, asi como los planteamientos realizados de los autores citados,
proporcionaron los elementos basicos para el estudio del planteamiento del
problema de los modelos exhibidos en el presente libro.

En el libro se enfocan los aspectos relacionados con la transportacion del
producto cafia de azucar, mediante una metodologia donde se formulan y
plantean modelos econdémico-matematicos de programacion lineal.

1.5. Formulacion general del problema y modelacion econémico-
matematica para la optimizacion del transporte en la agroindustria
azucarera

En el epigrafe, se define de forma detallada el sistema de transportacion
a estudiar, de manera que se adquiere una vision global del mismo, lo que
permite realizar una descripcion precisa del problema, identificandose las
variables de decision y estableciéndose las limitaciones o restricciones
existentes en las variables del problema. Considerando como premisa
lo anterior, se construyen los modelos econdmico-matematicos para la
optimizacion del transporte en la agroindustria azucarera.

Formulacion general del problema de transporte

Para garantizar el cumplimiento de los planes de produccién de azucar,
como producto final del proceso productivo, se hace indispensable la
transportacion de la cafia de azucar, materia prima fundamental, desde
un conjunto de origenes i, llamados campos cafieros, pertenecientes a
productores de cafia /, hasta un conjunto de destinos j, llamados centros
de recepcion industrial, correspondientes a una uUnica agroindustria (en
caso de transportase dentro de la misma), o a ¢ agroindustrias (de existir
transportaciones entre agroindustrias colindantes).
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Las transportaciones entre los campos cafieros i a l0s centros de recepcion
industria j es posible realizarlas por mas de un medio de transporte de tipo
k, correspondientes a los transportistas p; ademas, se cuenta con medios de
cosecha y alza mecanizada, cuyas capacidades disponibles son limitadas.

Conociendo la produccién estimada de cafia de cada campo, la capacidad
industrial estimada de los centros de recepcion, de los tipos de transporte,
de las alzadoras y de las cosechadoras, asi como el costo de transportacion
por cada tonelada de cafia de azucar desde los campos cafieros i
correspondientes a la unidad de produccién [, al centro de recepcion
industrial j, por el tipo de transporte k, perteneciente a la unidad de transporte
p; €l problema a resolver consiste en determinar los volumenes de cafia a
transportar desde los campos cafieros a los centros de recepcion industrial,
asi como la via por la cual debe realizarse la transportacion, con el propésito
de minimizar el costo total de transportacion.

Como una opcion para lograr la integracion territorial de la produccion
azucarera, y alcanzar niveles altos de eficiencia econdmica en las
agroindustrias ¢ de una region cafera, se hace indispensable conocer,
cual seria la mejor forma de vincular y transportar la cafia disponible desde
los campos cafieros i de las agroindustrias colindantes, a los centros de
recepcion industrial j de las agroindustrias azucareras g de mayor eficiencia
industrial, con el fin de obtener volimenes de produccién conjunta de azlcar
iguales o superiores a los niveles previstos, con el objetivo primario de
minimizar el costo total de transportacion, siendo conocida la cantidad de
azUcar planificada a producir en conjunto por las fabricas colindantes.

A la problematica planteada se une la importancia que tiene para los
productores de cafia, transportistas y fabricas azucareras, establecer un
plan de transportacion cientificamente argumentado mediante una correcta
politica de transportacion que permita la utilizacion racional de los medios
de transporte y de cosecha y alza mecanizada, y de las capacidades
industriales instaladas, asi como obtener las transportaciones mas eficientes
entre origenes y destinos.

Para lograr lo antes expuesto y dar solucién a la problematica planteada,
se utilizan los métodos modernos de planificacién, mediante el empleo
de técnicas cuantitativas de gestion, como la modelacion econdémico-
matematica que se ajusta a los requerimientos anteriores a través de un
modelo de programacion matematica.
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En este capitulo, se analizan y desarrollan modelos de programacion
matematica enfocados como modelos de programacion lineal, relacionados
con las transportaciones cafieras dentro y entre agroindustrias azucareras.

Modelacion econdmico-matematica para la optimizacion del transporte

Al concluir la fase de planteamiento del problema, una vez definidos
cualitativamente sus parametros y en presencia de una cantidad de variantes
de solucién, que hace poco préactica e imposible la solucion del problema
por métodos tradicionales o convencionales, se pasa a la construccion
del modelo que representa ese planteamiento, o sea, a la representacion
matematica del problema objeto de estudio.

En la modelacion matematica de los procesos econémicos y productivos, se
deben considerar la mayor cantidad de factores que influyen en el problema
planteado, para lograr obtener una solucion adecuada.

En la determinacion de los vinculos 6ptimos para la transportacion de cana
entre los campos cafieros y los centros de recepcion industrial, con el fin
de lograr que el proceso econdémico modelado sea lo mas real posible,
se tuvieron en cuenta los factores mas importantes, tratando de no obviar
aquellos que tienen mayor incidencia en la problematica, a fin de evitar
decisiones erréneas, es decir, se realizaron abstracciones de los aspectos
menos esenciales y relevantes.

Los factores que deben tenerse en cuenta son los siguientes: la cantidad
estimada de cafia de azucar molible de los campos cafieros, la capacidad
de procesamiento industrial de los centros de recepcion, los rendimientos y
capacidades disponibles de los tipos de transporte, de las cosechadoras
y de las alzadoras, los volumenes de produccion de azucar planificados,
el rendimiento industrial, las transportaciones previstas entre los campos
caferos y centros de recepcion industrial, teniendo en cuenta el tipo de
transporte, la distancia media entre los campos caferos y los centros de
recepcion industrial, la distancia media recorrida por unidad de carga, 10s
gastos fijos y variables incurridos en la transportacion de la cafia, el costo de
transportacion por cada tonelada de cafia, la norma operacional y potencial,

y los dias de zafra operacionales y potenciales.

La posibilidad de conjugar estos factores, sobre una base cientificamente
argumentada, se logra mediante la elaboracion de modelos econémico-
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matematicos de programacion lineal, cuyo objetivo primario estara
encaminado a minimizar el costo total de transportacion como indicador
econoémico fundamental en estos tipos de modelos.

En la elaboracion y aplicacion de la metodologia expuesta, se utiliza el
andlisis sistémico, que permite realizar un enfoque integral y completo, en
el estudio de los factores que influyen en las diferentes fases del proceso de
transportacion y, ademas, posibilita concretar los elementos del sistema que
van a ser representados en los modelos econémico-matematicos. Mediante
el andlisis sistémico es factible la interrelacion de la definiciéon cualitativa de
los parametros y las relaciones matematicas de los modelos econémico-
matematicos aplicados.

Considerando el andlisis realizado sobre el objeto de estudio en la formulacion
del problema, se construyen dos tipos de modelos econdmico-matematicos:
uno relacionado con la optimizacion del transporte en una agroindustria
azucarera y otro relacionado con la optimizacion del transporte entre
agroindustrias azucareras colindantes.

Para el planteamiento matematico de los modelos de optimizacion del
transporte, Moskowitz & Wright (1992); Eppen, et al. (2000), Bazaraa, Jarvis &
Sherali (2009); Hillier & Lieberman (2010); Taha (2012); y Felipe, et al. (2013),
contribuyeron a su planteamiento tedrico; y Garcia, et al. (2013); Mussone
& Wolfler (2013); Steadie, Dellaert, Nuijten, Van Woensel & Raoufi (2014); y
Ribeiro & Morabito (2017), aportaron los elementos practicos relacionados
con la concepciéon del sistema de restriccion, planificacion optima del
transporte, calculo de capacidad de los medios de transporte y optimizacion
de la cosecha.

Modelo econédmico-matematico para la optimizacion del transporte en
una agroindustria azucarera (Modelo 1)

indices:

i=12,..,n Campos caneros.
j=12,...,m Centros de recepcién industrial.

k=1,2,..., f Tipos de transporte.
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[=1,2,..., g Productores de cafa.

p=12,.., h Transportistas.

Parametros del modelo:

Oﬂ: Produccion total estimada molible a cortar en el campo cafiero i del
productor /, durante la zafra azucarera, en toneladas de cafa.

Dj: Capacidad disponible total estimada del centro de recepcion
industrial j, durante la zafra azucarera, en toneladas de cafia.

Tkp: Capacidad disponible total estimada del tipo de transporte &
perteneciente al transportista p, durante la zafra azucarera, en toneladas
de cafa.

Al . Capacidad disponible total estimada de las alzadoras
correspondientes al productor /, durante la zafra azucarera, en toneladas
de cafa.

Cl : Capacidad disponible total estimada de corte de las cosechadoras
correspondientes al productor /, durante la zafra azucarera, en toneladas
de cana.

Cg]k: Costo de transportacion por toneladas de cafia de azucar a
transportar desde el campo cafiero i, correspondiente al productor /, al
centro de recepcioén industrial 7, por el tipo de transporte k perteneciente al
transportista p.

Variables de decision:

]

l.jl;{ : Toneladas de cafa de azucar a transportar desde el campo cafiero
i correspondiente al productor /, al centro de recepcion industria j, por el
tipo de transporte k, del transportista p, durante la zafra azucarera.

Sistema de restricciones:

Restriccion de tipo |: Cumplimiento de la tarea de corte por campo cafiero.
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XX X Xin=0 i=12.un 1=12..¢g

Restriccion de tipo II: Disponibilidad de la capacidad estimada de los centros
de recepcion.

n

S g h
ZZZZ z]k— s J=1L2,.,m

i=1 k=1 =1 p=1

Restriccion de tipo IlI: Disponibilidad de la capacidad estimada de los medios
de transporte.

> ZXUk—Tkp, k=12, . f p=L2..h

=l j=1 I=1

Restriccion de tipo IV: Disponibilidad de la capacidad estimada de los

equipos de alza
h

> > Z Zka_Az, I=1,2,... g

=1 j=1 k=l

Restriccion de tipo V: Disponibilidad de la capacidad estimada de las
cosechadoras.

m f h
> X X Xn<Cr o I=12..g

i=1  j=1 k=1 p=1

n

Restriccion de tipo VI: Condicion de no negatividad de las variables.
Uk_O i=1,2,..,n, j=L2,...m, k=1,2,...,f, 1=1,2,..,g

p=12,..,h.

Funcion objetivo

Se desarrolld una funcién objetivo que tiene como propdsito fundamental,
optimizar o minimizar el costo total de transportaciéon entre los campos
caferos y los centros de recepcion industrial. La funcién lineal a optimizar es
la siguiente:
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Las restricciones de tipo I. Indican que el volumen de cafia de azucar a
transportar por los diferentes medios de transporte hacia los centros de
recepcion industrial, tiene que coincidir con el volumen de cafia de azucar
a cosechar por los campos cafieros durante la zafra. Se establece una
restriccion para cada campo cafero.

Las restricciones de tipo II: Establecen el balance de capacidad industrial
entre el volumen de cafia estimada de todos los campos cafieros con la
capacidad industrial disponible estimada de los centros de recepcion durante
la zafra. Se considera una restriccion por cada centro de recepcion.

Las restricciones de tipo [ll. Plantean el acotamiento de la capacidad
disponible estimada por tipo de transporte, es decir, el volumen maximo
posible de cafia de azlcar a transportar durante la zafra entre los campos
cafleros y los centros de recepcién por el medio de transporte considerado.

Las restricciones de tipo |V. Establecen el acotamiento de la capacidad
disponible estimada de los equipos de alza mecanizada durante la zafra
azucarera, 0 sea, el volumen de cafia de azUcar maximo posible a alzar.

Las restricciones de tipo V. Limitan la capacidad disponible estimada de las
cosechadoras, indicando el volumen méaximo posible de cafia de azucar a
cosechar mecanizadamente durante el periodo de zafra.

Presentacion resumida del planteamiento general del modelo
econémico-matematico:
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Modelo econémico-matematico para la optimizacion del transporte entre

agroindustrias azucareras (Modelo II)
indices:

i=1,2,...,n Campos caferos.

j=12,...,m Centros de recepcion industrial.

k=1,2,..., f Tipos de transporte.
[ =1,2,..., g Productores de cafia.

p=12,.., h Transportistas.

q=1,2,...,r Agroindustrias azucareras.
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Parametros del modelo:

Oﬂq: Produccion total estimada molible a cortar en el campo carnero
i del productor / correspondiente a la agroindustria g, durante la zafra
azucarera, en toneladas de cafa.

D . Capacidad disponible total estimada del centro de recepcion
industrial j de la agroindustria g, durante la zafra azucarera, en toneladas
de cafa.

Tkpq: Capacidad disponible total estimada del tipo de transporte k
perteneciente al transportista p de la agroindustria ¢, durante la zafra
azucarera, en toneladas de cafa.

Alq: Capacidad disponible total estimada de las alzadoras
correspondientes al productor / de la agroindustria ¢, durante la zafra
azucarera, en toneladas de cafa.

Clq : Capacidad disponible total estimada de corte de las cosechadoras
correspondientes al productor / de la agroindustria ¢, durante la zafra
azucarera, en toneladas de cafa.

S: AzUcar prevista a producir en conjunto por las agroindustrias durante la
zafra azucarera, en toneladas de azucar.

Rq: Rendimiento industrial promedio en la agroindustria q.

l ., - .
l.j;cq: Costo de transportacion por toneladas de cafia de azucar a

transportar desde el campo cariero i, correspondiente al productor /, al
centro de recepcion industrial j correspondiente a la agroindustria g, por
el tipo de transporte k perteneciente al transportista p.

Variables de decision:

]
;.;{q: Toneladas de cafia de azucar a transportar desde el campo

cafiero i correspondiente al productor /, al centro de recepcién industrial
j correspondiente a la agroindustria ¢, por el tipo de transporte k del
transportista p, durante la zafra azucarera.
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Sistema de restricciones:

Restriccion de tipo |: Cumplimiento de la tarea de corte por campo cafiero.
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Restriccion de tipo II: Disponibilidad de la capacidad estimada de los centros

de recepcion industrial.
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Restriccion de tipo I11: Disponibilidad de la capacidad estimada de los medios
de transporte.

n

m. g
;ZZ fjplg_Tkpq’k fp hq e

j=1 1=l

Restriccion de tipo IV: Disponibilidad de la capacidad estimada de los
equipos de alza.

=

h
Ipq
2 X <A 1=1,208. g=1,2,..

p=

M=
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i
~
i
n
-
I

Restriccion de tipo V: Disponibilidad de la capacidad estimada de las
cosechadoras.

m f h
Z Z Z gjkq—Clq’ I=12,.,2,q=12,..

Restriccion de tipo VI: Produccién conjunta minima de azucar entre las
agroindustrias.
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Restriccion de tipo VII: Condicion de no negatividad de las variables.

XgZIZO; i=,2,..,n, j=1,2,...m, k=12,...f,1=12,.,g,
p=19 27"'5h: q=1, 2,...,]".
Funcion objetivo

Se desarrolld una funciéon objetivo que tiene como propoésito fundamental
optimizar o minimizar el costo total de transportacion entre los campos cafieros
y los centros de recepcion. La funcion lineal a optimizar es la siguiente:

YED I IDID W e P ¢h

Este modelo posibilita la vinculacion entre agroindustrias colindantes y se
incluye un nuevo tipo de restriccion con respecto al modelo anterior: La
restriccion de tipo VI, que expresa la meta minima de producciéon conjunta
de azucar entre las agroindustrias colindantes y garantiza que la produccion
de azucar resultante de las agroindustrias sea igual o superior a la cantidad
prevista.

Presentacion resumida del planteamiento general del modelo
econémico-matematico:

g h
MinZ= 2 2 2 2. 2. Ci X
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Los modelos econémico-matematicos expuestos para la planificacion del
transporte proporcionan cambios cuantitativos que permiten un anélisis
econdmico mas depurado y completo, y facilitan una amplia y clara valoracion
de los resultados, sobre la base de una informacion mas exacta; conduciendo
a cambios cualitativos en la metodologia de la planificacién del transporte.

La metodologia utilizada en la construccion de los modelos econdémico-
matematicos puede ser utilizada en sistemas de transportacion de actividades
economicas correspondientes a otras ramas de la economia.

Después de haber detallado el planteamiento matematico de los modelos
econdmico-matematicos para la optimizacion del transporte, y previo a la
conformacion del modelo numérico, se presentan de forma exhaustiva
los aspectos tedricos y préacticos de la metodologia utilizados para la
determinacion y validacion de dos parametros relevantes seleccionados de
los modelos:
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1 - Capacidad industrial disponible estimada de los centros de recepcion
(Dj y qu ).

. Ip lpq
2 - Costo de transportacion ( ik Y C

La determinacion y validacion del término independiente de las restricciones
de tipo Il y del coeficiente econémico de la funcién objetivo, descritos
anteriormente, se realizan aplicando métodos y modelos de Inferencia
Estadistica, de Anélisis Econométrico, del Calculo Diferencial y del Algebra
Lineal, auxiliados por software estadisticos y otros asistentes matematicos,
como se exhibe en los epigrafes 1.6y 1.7.

1.6. Modelizacion de la capacidad industrial de los centros de
recepcion. Determinacion y validacion

1.6.1. Generalidades, estimativa e inferencia de la funciéon de
regresion

La utilizacion de las capacidades industriales de procesamiento instaladas
de los centros receptores de cafa es un indicador técnico-econémico
importante, pues estas trabajan ininterrumpidamente durante todo el periodo
de zafra.

Como resultado del analisis de las series de tiempo sobre la utilizacion de
las capacidades industriales, se determind que generalmente, durante los
primeros dias de zafra, la capacidad industrial total disponible no se aprovecha
a un alto nivel debido a los ajustes de inicio de la zafra y preparacion de la
molienda. A partir de aqui, el aprovechamiento de las capacidades tiende a
incrementarse hasta alcanzar valores maximos.

Sin embargo, durante las semanas finales de la zafra, el aprovechamiento
de las capacidades industriales comienza a disminuir, al incrementarse el
tiempo perdido por condiciones técnicas de los equipos y de la maquinaria y
por la influencia de las condiciones climatolégicas de algunas regiones, entre
otras razones.

Teniendo en cuenta los factores mencionados y por la complejidad de los
procesos agroindustriales azucareros, se hace imprescindible el estudio
de cada centro de recepcion para determinar qué parte de la capacidad
industrial potencial puede ser utilizada 6ptimamente durante la zafra.
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La utilizacion optima y eficiente de las capacidades instaladas tiene gran
importancia econémica y productiva, pues ademas del beneficio que estos
centros de recepcion le generan a la materia prima, facilitan una organizacion
territorial méas racional de la agricultura cafiera, ya que alrededor de estos
se realiza el programa de plantacion y cosecha; garantizando una mejor
organizacion del sistema de cosecha, como complemento a la labor de las
cosechadoras y de los medios de transporte, y posibilita un incremento de la
productividad del corte manual, simplificando el mismo.

Ademas de lo referido anteriormente, y debido al elevado costo de operacion
y mantenimiento que generan los centros de recepcion industrial, se impone
a la agroindustria azucarera su utilizacion racional y eficiente. Para lograr
esto, es necesario hacer un estudio de dichos centros aplicando métodos y
modelos matematicos.

El analisis estadistico matematico a utilizar en el estudio de las capacidades
industriales de los centros de recepcion es la estimativa e inferencia del
andlisis de los modelos de Regresion Lineal Mdltiple. Para determinar el
modelo matematico de mejor ajuste, se tienen en cuenta: el coeficiente de
determinacion maximo, la prueba de hipdtesis F' de Fisher, asi como las
pruebas Durbin-Watson, Breusch-Godfrey, Goldfeld-Quandt, general de
la heterocedasticidad de White, Jarque-Bera y Shapiro-Wilks. Este analisis
estadistico matematico se apoya en la aplicacion del paquete de programa
estadistico y econométrico, Eviews version 3.1, y del paguete de programa
estadistico SPSS (Statistical Package for the Social Sciences) version
23.0, que posibilitan obtener los resultados estadisticos de los modelos
matematicos a verificar.

Para la aplicacion de los paquete de programa estadistico y econométrico
mencionado, se utiliza como consulta del EViews a Carrascal, Gonzélez
& Rodriguez (2001); y como consulta del SPSS a Gil (2017); y la Guia del
usuario de IBM SPSS (2017).

Para determinar la capacidad industrial estimada de los centros de
recepcion con respecto a su utilizacion histérica en funciéon del tiempo,
se calcula previamente el volumen de cafia promedio semanal procesada
industrialmente, en al menos cinco zafras, ajustando el comportamiento
del promedio semanal mediante la aplicacion del Método de los Minimos
Cuadrados Ordinarios, por medio de los programas de computacion
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mencionados, que posibilitan obtener los resultados estadisticos de los
modelos matematicos a probar.

Los modelos matematicos comprobados con la aplicacion de los
procedimientos metodoldgicos son funciones de tipo: lineal, cuadratica,
cubica, exponencial, logaritmica, entre las mas representativas. Los modelos
de las funciones cuadraticas (polinomios de segundo grado) y cubicas
(polinomios de tercer grado) examinadas, exhiben los coeficientes de
determinacion R? mas altos, con valores superiores a 0,81. Los modelos de
las funciones restantes presentan coeficientes de determinacion inferiores a
0,49.

El comportamiento de la curva asociada al aprovechamiento de la capacidad
industrial de los centros de recepcion se puede ajustar a un modelo
cuadratico o cubico en funcién de los factores inicialmente mencionados, o
sea, a partir del promedio de la cafia procesada semanalmente, es posible

ajustar curvas continuas representadas por las funciones de regresién
polinomiales estimadas, tales como: E(Y;/X,) = Y /5'1 +,32X [5'3X2
E(Yt/Xr) = YAt = ﬂl +:B2Xz +183Xt2 _ﬁ4Xt3'

donde, ?t es lavariable regresada o respuesta, capacidad industrial estimada

del centro de recepcion, (en toneladas de cafia), XZA es la variable regresora,
explicativa o predictora, tiempo (en semanas), yBj, conj = 2,3,4 son los
coeficientes de regresion parcial. Los signos de la funcion dependen del
comportamiento de la serie de los datos u observaciones ajustadas.

Las funciones de regresion polinomiales en la situacion objeto de estudio:
- estan definidas solo para los numeros reales positivos, o sea, el
Dom f={xeR:x>0}Y
- toman solamente valores positivos, es decir, la Im f = {yeR:y>0}.

Los modelos de regresion polinomiales £ y,, y,, =Y, = B, + B, X, -B.X} +U, o
p— —_— 2 — 3 ~
Eyxy =Y, =B+ BoXo + B X0 =X +U, | resenados, son modelos

donde existe una sola variable explicativa, Xt en el miembro derecho de la

., .. . 2 3
funcion, la cual se encuentra elevada a distintas potencias X;,» X;» X,

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 42



lo cual convierte a dichas funciones en modelos de regresion lineal multples.

Estos modelos de regresion mudltiple, modelos de regresion polinomial,
polinomios de segundo y tercer grado, son lineales con respecto a los
parametros, por consiguiente las ﬁj pueden ser estimadas mediante la
aplicacion de las metodologias usuales del Método de los Minimos Cuadrados
Ordinarios o por el Método de Maxima Verosimilitud sin que se presenten
problemas especiales de estimacion (Gujarati, 2003).

Seleccionar una u otra funcién de regresion polinomial estimada para la
proyeccion de la capacidad industrial de los centros de recepcion es valido.
No obstante, es factible seleccionar la funcién de regresion polinomial
cuadratica, E(Yz/X;) =Yt =,é1 + Bth —B3Xf por los resultados
satisfactorios obtenidos con la verificacion de las pruebas estadisticas, y
porque, como ventaja adicional, poseer una expresion mas sencilla, lo que
facilita los célculos.

En el estudio tedrico y préactico de la estimativa, inferencia y validacion de
la funciéon de regresion correspondiente al presente capitulo, se toma como
fundamento los procedimientos metodologicos abordados en los temas de
econometria relacionados con la regresion lineal multiple y con los supuestos
basicos, desarrollados por Gujarati (2003); Wooldridge (2008); Gujarati &
Porter (2010); y Espallarga & Solis (2012).

Para el desarrollo del Método de los Minimos Cuadrados, de las pruebas de
hipotesis que validan a los modelos de regresion y de las aplicaciones de la
estadistica a los procesos econémicos, se consideran los procedimientos
expuestos por Anderson, Sweeney & Williams (2008); Wackerly, Mendenhall
& Scheaffer (2010); y Diaz (2012).

Estimadores minimos cuadraticos de la funcion de regresion.
Determinacion por la via matricial

La regresion por la via matricial es véalida para cualquier modelo que presenta
linealidad con respecto alos parametros. Dado el modelo general de regresion
polinomial de segundo grado E y,, y, =Y, = f, + 5, X, - B X} +U, se

obtiene para cada par ordenado (x;,y,), dondei= 1,2, 3,..., n, un conjunto
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de ecuaciones simultaneas, representado por el siguiente sistema de sistema

de n ecuaciones:

_ . 2

Yl - ﬂl ﬁzXl '83X1 + Ul
_ . 2

Yz - '31 + '82X2 ﬂ3X2 + Uz
. o 2

Y3 - ﬁl '82X3 '83X3 * U3
_ . 2

Yn - ﬁl + 'BzXn ﬁan + Un

Representacion en notacion matricial detallado del sistema de ecuaciones:

Y X, X7 Y
Y, 1 X, X5||A U,
=1 X; X5||B,|+|Us

Y, 1 X, X; U,

El sistema de ecuaciones que representa el modelo de regresion lineal

Y =B, +B,X+B,X*+U, se puede representar en notacién matricial

condesada mediante la ecuacion matricial siguiente: Y =X-p+U
donde:

Y esunamatrizcolumnade ordenn x 7, que representa las observaciones
de la variable dependiente.

X es una matriz de orden n x p, que representa las observaciones de la
variable explicativa, siendo p el nimero de parametros del modelo.

ﬁ es una matriz columna de orden p x 1, que representa los p parametros
del modelo.
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U es una matriz columna de orden n x 1, que representa los errores
aleatorios.

La ecuacién matricial ¥ =X - +U formula cualquier modelo de

regresion lineal. Entonces ¥ = X - B representa la funcién de regresion

estimada, donde la matriz columna f3 constituye la matriz de los estimadores
minimos cuadraticos de los parametros. Esta matriz se obtiene mediante el
principio de los minimos cuadraticos, donde se persigue minimizar la suma de
los cuadrados de los errores de estimacion o residuos, es decir, se minimiza

2 A )2
la Zei - Z Y, —Y, , Y seleccionar los estimadores representados en
i=1 i=1

n
2
,B de tal forma que para un conjunto muestral de informacion la zei es
) - , =1
la méas pequefia posible. !

Mediante la aplicacion del calculo diferencial se obtiene la siguiente derivada

a
parcial, %=—2£TY+2£T£ [ (lo subrayado indica que se
4 d
encuentra en notacion matricial). Igualando la derivada a cero se obtiene la
ecuacion matricial X7 X8 = XY, la cual permite la determinacion de los

estimadores minimos cuadraticos.

El desarrollo de X7 X3 =X"Y conduce a un sistema de ecuaciones,

denominado ecuaciones normales, formado por igual cantidad de ecuaciones
que de incognitas tenga el modelo. Paralos modelos de regresion polinomiales
de segundo grado, el sistema de ecuaciones tiene tres incognitas, siendo
estas los estimadores minimos cuadraticos de los parametros.

Considerando la representacion de la ecuacion matricia X’ X =X"Y
para la obtencion de los estimadores minimos cuadraticos del modelo de

regresion lineal multiple Y = B, + B, X + B, X* +U,, tenemos que:
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Sustituyendo las matrices ¥, X, X'y S en la ecuacion matricial

XTXB=X"Y seobtiene la igualdad:

el ;
S R N A i - R N S DA

XooX, Xy X0 X X\ B =X X, Xy oL XN
ED CD D ¢ I V) .G COD cpap ¢ I
X, X; Y,

Realizando en la ecuacion matricial las multiplicaciones de las matrices

X' x y XY  seobtiene el siguiente resultado:
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n ZXZi ZXS;‘ ﬂ’\l ZY
X, Xxl Xxx | p|= YX ¥

20 i

sx, zxx o xxd Al [2E)

La matriz (X7 X) es una matriz cuadrada y simétrica.

Calculando el producto de las matrices (XTX) y ,B se obtiene:

nﬁ' + BZZXZi + '832)(31' ZY

1

BYXx + BYXI o+ BIXX |= YX ¥

20 i

pxx, + pTxx + Azat | [ZN7

Aplicando la igualdad de matrices lo anterior conduce a un sistema de
ecuaciones normales, tal como:

nﬁl + léZZXZi + Ié3zX3i = 27
BEX, + ﬂZZXZZi + B X, X, =X,
BEXy + XXX, + ﬂsin =2X,Y

Igualando cada ecuacion a cero, o sea:

Y, - nﬂA1 - ﬂAZZXZi - ﬁA32X3i =0
ZXzYz ﬂ]ZXzi - ﬂzZXzzi - ﬂ3ZX2X3i:0
ZX31Y1 ﬁlsz - ﬂZZXSiXZi - :B3ZX321 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones normales se obtienen los estimadores

minimos cuadréaticos f3;, B8, y 5 . Laresolucion se puede efectuar aplicando
cualquiera de los métodos estudiados en Algebra Lineal, siempre que estén
dadas las condiciones para ello.
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By
Calculo de la matriz columna S = 132

Py

Partiendo de:
(XTX)p=X"Y
n ZXZ[ ZX3[ ﬂ’\l ZY.

2 R
Z X2i z X2i Z XZ XSi ﬂ,\z - Z X2i Yz
>x ¥x x o oxx: (A [2XT

Multiplicando cada miembro de (X7 X)B =(X"Y) por la matriz inversa de

(X"Y); es decir (XTX)_I, y aplicando las propiedades de las matrices,
se obtiene:

X' "X =x"X)""(XTY)
I, - B=(X"X)" ' (x7Y)
B=X"X)"1(XTY)

donde:

In es la matriz idéntica de orden tres.

A partir de la aplicaciéon de f =(XTX)_1(XTY) se obtienen los
estimadores minimos cuadraticos ﬁl , ﬂAz y ﬂA3 , de la funcion de regresion

polinomial estimada Ey,, v, =Y, = S, + B, X, — B,X correspondiente a la
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situacion objeto de estudio.
Validacion de la funcion de regresion estimada. Prueba F de Fisher

Dada la necesidad de tomar decisiones sobre la poblacion a partir de
informacion de la muestra, se plantean hipdtesis que representan un
conjunto de aseveraciones sobre la poblacion que pueden ser verificadas,
constituyendo su objetivo fundamental validar los resultados obtenidos en
la muestra a partir de la funcién matematica seleccionada con respecto a la
poblacién de procedencia.

Una vez determinada la funcion de regresion polinomial cuadratica

Ey x, =Y, =5 +B5,X, — B, X}, correspondiente al  problema
analizado, es necesario el analisis de su precision mediante la significacion
de la regresion. La validacion del modelo se plantea por la via matricial,
es decir, se verificara si la variable independiente es capaz de explicar
significativamente el comportamiento de la variable dependiente.

Con el objetivo de determinar si el modelo explica o no el fendbmeno objeto
de estudio, se realiza el andlisis de varianza en la regresion mediante la
descomposicion de la variacion total, y se realiza el planteamiento de una
prueba de hipdtesis, donde la hipoétesis nula que se somete a prueba representa
que el modelo no explica el fendmeno en estudio, versus la hipodtesis alternativa
a contrastar que representa que el modelo si explica el fendbmeno en estudio.

Estudiar el andlisis de regresion desde el punto de vista del andlisis de
varianza, representa un medio esclarecedor y complementario de analizar el
problema de la inferencia estadistica.

El andlisis de varianza, desde el punto de vista de la regresion, se basa
en la descomposicion de la suma de cuadrados total (SC,) en la suma de
cuadrados explicada (SC,), y en la suma de cuadrados residual o del error
(SC,), expresado por la ecuacion SC, = SC, + SC,.

Asociados a la suma de cuadrados se encuentran sus grados de libertad (gl),
0 numero de observaciones independientes sobre las cuales esta basada,
como se muestra a continuacion:
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- SC, tiene n-1 grados de libertad, pues se pierde un grado de libertad al
calcular la media muestral de Y .
- SC, tiene n-p grados de libertad.

- SC, tiene p-1 grados de libertad.

donde: n es el nimero de observaciones, p es el nimero de parametros
que se estiman.

Observe que la suma en la ecuacion SC, = SC, + SC, tiene asociada los
siguientes grados de libertad n-1 = (n-p) + (p-1).

En latabla de andlisis de varianza (ANOVA) se presenta la suma de cuadrados
en forma matricial, resultado de la aplicacién del anélisis de varianza por la
via matricial en la regresion.

Tabla 1.1. Analisis de Varianza (ANOVA) por la via matricial.

F Suma de cuadrados Grados de Suma de cuadrados medios
uente de libertad

variacion sC gl SCM

Debido - SC.. ;
ala S BT — (p-1) SCM de SC, =—% =8}
regresion = p-]

(8C,)

Debido a los e, ) G D gl SCM de SC _SCR _S2
residuos e Rl (n-p) M ode oty = n—p =9 p
SC _ N

(5C) SC,=SC,-SC,

Total . (n-1) i

(SC) SC, =Y'Y-nY

Fuente: elaborada por los autores.

Lo subrayado indica que se encuentra en notacion matricial.
donde:

SC, es la suma de cuadrados debido a la regresion o explicada por la
regresion.

SCR eslasuma de cuadrados debido a los residuos o errores de estimacion.

p-1 son los grados de libertad del numerador.
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n-p son los grados de libertad del denominador.

Y’ ﬁTy X" son las matrices transpuestas de 7Y, By X
respectivamente.

3

Y es la matriz columna de la variable dependiente.

2 . . 7
Sz es la varianza explicada por la regresion.
Sk .

R es la varianza debido a los residuos.

A partir de los resultados del analisis de varianza de la regresion, se determina
el estadistico de prueba o estadigrafo F. El valor de F' calculado, estimado,
obtenido u observado, se obtiene mediante el cociente de la varianza
explicada por la regresion y la varianza debido a los residuos, es decir,

p-1 SCR

La region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion « , se
encuentra dada por:

W:{FGER con F20: F>F_,(p-1, n—p) }

El valor critico, tabulado o tedrico del estadistico F, esta definido por:
Ftab :Fl_a(p_la n_p)

Como regla de decision:

- Si el valor de obtenido de F' excede al valor critico F|_, (p-1, n—p)

osea, F'>F_,(p—1, n—p), se rechaza la hipétesis nula. Por tanto,
la funcidn de regresion estimada es de buen ajuste y el valor de F es al-
tamente significativo para el nivel de significacion fijado. Se acepta que la
variable regresora tiempo, X, en semana, explica el comportamiento de la
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capacidad industrial del centro de recepcion, Y. Se admite la funcion selec-

cionada como buena estimativa de F y el modelo es de buen ajuste.

(Ye1 Xo)
- Siel valor de obtenido de F'no excede al valor critico F{_, (p—1, n— p)

osea, F<F|_,(p—1, n— p),noserechazalahipétesis nula. Por tan-
to, la funcién de regresion estimada no es de buen ajuste.

Alternativamente, si el valor p o p-valor de F calculado es pequefio; es
decir, cuando la Prob (F-statistic) o valor p es menor que la probabilidad
de rechazar la hipétesis nula siendo cierta o nivel de significacion fijado, se
rechaza la hipoétesis nula.

Resumen de la prueba de hipdtesis.
Formulacion de las hipoétesis nula y alternativa:
Hy B, =p5;=0
H,: Existe algun ﬂj #0,paraj=23

Region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion « , es

W:{FEER con F20: F>F_,(p-1, n—p) }

donde:

Regla de decision:

- RechazarHsi FF>F_,(p-1, n-p)

- NorechazarH,si F<F_, (p-1, n-p)
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Alternativamente:

- Rechazar H, sila Prob (F-statistic) o valor p > o .

- No rechazar H, si la Prob (F-statistic) o valor p > o .

La decision se puede tomar indistintamente, considerando el valor estadigrafo
F, o la probabilidad a partir del valor p.

Si de aplicar la prueba de significacion a la funcién de regresion cuadratica
estimada de los centros de recepcion, se obtiene como resultado rechazar la
hipétesis nula, con un nivel de significacion de 0,05, entonces se infiere que
la funcion cuadratica estimada es de buen ajuste.

Para verificar la validez de la prueba estadistica de F' de Fisher, asi como
la eficiencia de la estimacion obtenida a partir de la funcion de regresion
cuadratica, se procede a verificar los supuestos basicos del modelo, mediante
la comprobacion de los procedimientos de varias pruebas para detectar la
presencia de no autocorrelacion, homocedasticidad y normalidad. De ser
necesario se realizan las correcciones necesarias con el objetivo de lograr su
cumplimiento y de esta forma seleccionar la mejor funcién de regresion que
sirva de base para el prondstico.

Coeficiente de determinacion multiple
A partir de la descomposicion de la suma de cuadrados, SC, = SC, + SC,, y

SCy , SC

R

Se, SC,

dividiendo cada término entre la SCT se obtiene: 1=

La relacion SC%CT expresa qué parte de la variabilidad total se debe al
error o residuos, vy la relacion SC%erué parte de la variabilidad total queda
explicada por la ecuaciéon de regresion. Esta dltima relacion se denomina
coeficiente de determinacion y se denota por R’, o sea, el coeficiente
de determinacién es el cociente de la suma de cuadrados explicado

por la regresion entre la suma de cuadrados total y se cumple que:

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 53



2 2

(j/i_;) Zn:(yi_);i)
=
(yi_;)z

Las férmulas abreviadas para la determinacion de las sumas de cuadrados

=

SCr _ 3

i

~ F
SC,

Z b,-3) T HE

RE=

x|

i=1

SON, SCz =7 X"Y —n¥ ", 8C, =y"Y-n7'Y SCy =Y'Y-g'X'Y
donde se deduce que:

=
- _ETKTZ_”IY

Y'Y -nY

El coeficiente de determinaciéon toma valores entre cero y uno. Cuando R’ es
igual a uno, la SC, coincide con el valor numérico de la SC,, (SC, = SC,), por
tanto, la SC,, toma valor cero (SC, = 0), en este caso el ajuste es perfecto.
Cuando R’ es igual a cero la SC,también es cero. En la medida que se
acerque a uno el ajuste serd mejor, ya que se diminuyen los errores de la
estimacion, ofreciendo una buena medida de la bondad del ajuste realizado.

El coeficiente de determinacion multiple mide la bondad del ajuste de la
funcion de regresion. Para modelos con mas de una variable explicativa,
expresa la proporcion de la variacion en Y, que es explicada conjuntamente
por las variables explicativas, es decir, expresa qué porcentaje de la
variabilidad total de los valores de la variable dependiente Y, en la muestra,
es explicada o controlada por la regresion.

Coeficiente de determinacion ajustado

Es un coeficiente de determinacion alternativo que se define y se denota por:

ij’f _Jn";'/}z

=1 SCR

R1o1- n—p _1- n—p
So-rp ot

! ! n—1

n=l

n—1
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El término ajustado significa ajustado por los grados de libertad asociados
con las sumas de los cuadrados de los residuos y total.

1.6.2. Pruebas de los supuestos del modelo de regresion

Pruebas para detectar la presencia de no autocorrelacion, homocedasticidad
y normalidad, y supuesto no multicolinealidad:

|. Pruebas para detectar la presencia de no autocorrelacion: Prueba de
Durbin-Watson y Prueba Breusch-Godfrey.

Il. Pruebas para detectar la presencia de homocedasticidad: Prueba de
Goldfed-Quandt y Prueba de White.

[ll. Pruebas para detectar la presencia de normalidad: Prueba de Jarque-
Bera y Prueba Shapiro-Wilks.

IV. Supuesto de no multicolinealidad.
A continuacion, se hace referencia de forma sucinta a las pruebas.

Pruebas para detectar la presencia de no autocorrelacion: Prueba de
Durbin-Watson y Prueba Breusch-Godfrey

Prueba de Durbin-Watson

Se utiliza para detectar si existe autocorrelacion de primer orden, es
decir, entre cada perturbacion o error aleatorio Ui y la que precede. La no
autocorrelacion existe cuando hay independencia entre las perturbaciones o
errores,(Espallargas & Solis, 2012); es decir, la Cov (Ui ,Uj) = E (Ui, ,Uj) =0,
para todos los i, j coni # j.

El planteamiento de las pruebas de hipdtesis se realiza teniendo en cuenta el

tipo de autocorrelacion, y sobre el parametro p ; contrastando las siguientes
hipotesis:

Caso I:
H, : Puiv1 <0 < Cov(uiu-1)<0 No hay autocorrelacion positiva.

H, : Puiv1>0 & Cov(ui,u -1)> 0 Hay autocorrelacion Positiva.
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Caso Il

Ho : puiy 20 < Cov(uivu-1)> 0 Nohayautocorrelacion negativa.
Ho: puiy 1 <0 < Cov(uiu-1)<0 Hay autocorrelacion negativa.
Caso Il

Hy: pyiy1 =0 < Cov(ui,u-1)=0 No hay autocorrelacion.

Ho: pyiy 1 #0 < Cov(uiu-1)# 0 Hay autocorrelacion.

La ultima situacion corresponde a una prueba bilateral o de dos colas, por lo
que el nivel de significacion se divide por dos.

El estadistico de prueba d de Durbin-Watson, se calcula como sigue:

n

Z (ei —€i )2

_ =2
d= T
Zei
i=1

donde:

€i=Y. —Y eselerror de estimacion o residuos.

A A
i

Y,» es el valor de cada observacion.

Y. es el valor estimado, obtenido a partir de la funcién de regresion
estimada.

El estadistico de prueba d es el cociente de la suma de las diferencias
cuadradas de los residuos sucesivos entre la suma de cuadrados de
los residuos. Como el coeficiente muestral de autocorrelacion de primer
orden es un estimador de p, el estadistico de prueba d se puede expresar
como d=2(1- p ). Puesto que -1 < p < 1, entonces 0 < d < 4, y por tanto, los
valores de d se encuentran entre 0 y 4. De tomar un valor cercano a 0, indica
que hay autocorrelacion positiva de primer orden, y cuando toma valores
cercanos a 4, indica que existe autocorrelacién negativa de primer orden
(Gujarati, 2003).
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Los valores criticos, tedricos o tabulados se encuentran representados por
cotas superiores e inferiores, lo que esta dado por los valores criticos d,
(d e ValOY mepqmo) yd ,,, valor mlhlmo), respectivamente, tabglados
en dependencia del nimero de observaciones (n), del nimero de variables
explicatorias (k) del modelo y en funcion del nivel de significacion.

A continuacion, se presenta una representacion esquematica para la toma de
decision de la prueba de Durbin-Watson.

>
C C
g_‘g ?Qm :Q(U T ?5
°8w © 83 [CRS P OB
T3> T CcS ©c > ﬁ>6§
=
T Eg SED No IET aTcg
N O & gLCD 8;0) cC o8O
T Qo NEO rechazar Qeo o 0¢2
5L Lo H 3o e L
e3 J £ I 0 i £ 3 3
0 d d 2 4d 4d 4
L u u L

La regla de decision se realiza en funcion del estadistico de prueba Durbin-
Watson y de sus valores tabulados, como se muestra a continuacion segun
Guijarati (2003):

Tabla 1.2. Resumen de la toma de decision para la prueba de Durbin-Watson.

Hipdtesis Nula Decision Si

No existe autocorrelacion positiva No se rechaza d>d

No existe autocorrelacion positiva Se rechaza O<d<d

No existe autocorrelacion positiva No hay decision d, sds cfu

No existe autocorrelacion negativa No se rechaza d<4 -du

No existe autocorrelacion negativa Se rechaza 4-d <d<4

No existe autocorrelacion negativa No hay decision 4-d =d=4-d

No existe autocorrelacion positiva o negativa No se rechaza dé Z Z,Z 2{;’:«

No existe autocorrelacion positiva o negativa Se rechaza L
4-d <d<4

Fuente: Gujarati (2003).

Cuando se toma la decision de no rechazar la hipdtesis nula, significa que no
se detecta autocorrelacion de primer orden en los residuos.

La prueba Durbin-Watson presenta las siguientes limitaciones: tiene una zona
0 region de indeterminacion, no se puede aplicar cuando se tienen funciones
en las que aparezcan valores retardados de Y, y la prueba solo se puede
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aplicar a esquemas de autocorrelacion de primer orden.
Prueba general de autocorrelacion de Breusch-Godfrey

Para evitar algunos elementos de la rigidez presentes en la prueba Durbin-
Watson de autocorrelacion, se puede aplicar la prueba Breusch-Godfrey
para la autocorrelacion de orden superior, la que se basa en el principio del
Multiplicador de Lagrange.

La hipdtesis nula que se somete a pruebaesH:p,=p,=...=p, =0.

Si el tamafio de la muestra es grande, entonces el valor obtenido (n-p)R’
sigue una distribucion ji-cuadrado }(f_ap , donde (n-p)R* ~ )(lz_ap , con
p grados de libertad. Si el valor obtenido (n-p)R? es superior al valor critico
ji-cuadrado para el nivel de significacion seleccionado, se puede rechazar
la hipdtesis nula, lo que implica que al menos existe un p significativamente
diferente de cero.

Pruebas para detectar la presencia de homocedasticidad: Prueba de
Goldfeld-Quandt y Prueba general de heterocedasticidad de White.

Las varianzas del error aleatorio o perturbaciéon deben ser constantes e iguales
para todas las observaciones, para que en ellas exista homocedasticidad,
donde las varianzas de las perturbaciones no dependen de la observacion
correspondiente.

Prueba de Goldfeld-Quandt

Para la aplicacion de la prueba, se supone que la varianza heterocedastica
o7 esté relacionada positivamente con una de las variables explicatorias en
el modelo de regresion (Gujarati, 2003), es decir, se aplica cuando se supone
que alguna variable provoca heterocedasticidad y se conoce la forma de
la relacion. Por ejemplo: V(U) =0‘2X33, donde la varianza crece cuando X,
crece en esa proporcion (Espallargas & Solis, 2012).

El estadistico de prueba utilizado para verificar el supuesto de
homocedasticidad es el desarrollado por Goldfeld y Quandt en su método
paramétrico. Para conocer los pasos a seguir para determinar el estadistico
de prueba A, el lector puede consultar los procedimientos expuestos por
Guijarati (2003); y Espallargas & Solis (2012). No obstante, a continuacion, se
presenta un resumen.
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Pasos para realizar prueba de Goldfeld-Quandt:

Se ordenan los datos de mayor a menor tomando como referencia la varia-
ble explicativa X.

Se determinan los valores centrales ¢, normalmente deben de cumplir la
condicion ¢ < n/3.

Se dividen las observaciones en dos muestras: la primera recoge las obser-
vaciones correspondiente a los valores mayores de X, y la segunda recoge
las observaciones correspondiente a los valores menores de X.

Se realiza la estimacion de cada una de las muestras por separado.
Se determina la suma de cuadrados residuales.

Se realiza la prueba de igualdad de varianzas.

La prueba parte del crecimiento o decrecimiento de las varianzas de las
perturbaciones.

. 2 2 - 2
Hyo0=0°=...=0,

H02>0°>...>07 o H:0°<07<...<07 0ambas.
n 1 1 2 n

También, para verificar la hipotesis de homocedasticidad, se utiliza una
prueba que permita determinar silas varianzas de los dos grupos de muestras
son iguales, es decir:

. 2 _ 2
Hy02=0,
2 2 SC,
H: o, %0, R2
in7c72p}/
El estadistico de prueba es: 4=F=——(—"%
R1
(n—c -2 p)/
/2

donde: SC,, es la suma de cuadrados de los residuos de la regresion
de las primeras observaciones correspondiente a los valores mayores
de X; SC,, es la suma de cuadrados de los residuos de la regresion de
las Ultimas observaciones correspondiente a los valores menores de X;
n es el numero total de observaciones; ¢ es el nimero de observaciones
centrales; p es el numero de parametros de la funcion.

Este estadistico se distribuye segun una distribucion F de Fisher, con
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(n—c-2p)/2 grados de libertad para el numerador y con (n—c-2p)/2
grados de libertad para el denominador, siendo el valor critico o tedrico

F_ [((n—c-2p)/2, (n—c—-2p)/2].

Regla de decision: si el estadistico de prueba obtenido 1=F es superior
al valor critico, o sea, 4> F_ [(n—c-2p)/2, (n—-c—-2p)/2] | se rechaza la
hipétesis nula H: 0.2 = 0,2 Por tanto, existe heterocedasticidad y no se
cumple con el supuesto de homocedasticidad.

Prueba general de heterocedasticidad de White

Lapruebageneral de heterocedasticidad de White norequiere del ordenamiento
de las observaciones con respecto a la variable X, que supuestamente provoca
la heterocedasticidad como en la prueba de Goldfeld-Quandt. Mediante
la prueba de White se hace mas factible llevar a cabo la deteccién de la
heterocedasticidad y no se apoya en el supuesto de normalidad.

Pararealizar la prueba de White, inicialmente se estima la funcion de regresion
lineal simple o multiple y se obtienen los residuos e, mediante el Método de
los Minimos Cuadrados Ordinarios, y se comprueba que la funcién obtenida
sea de buen ajuste y buena predictora. Teniendo en cuenta estos resultados
se realiza la prueba general de heterocedasticidad de White, obteniéndose la
ecuacion de los errores, dada por la regresion auxiliar asociada a la prueba.

En la formulacion de la hipotesis, como hipoétesis nula que se somete a
prueba, se plantea el cumplimiento del supuesto de homocedasticidad, es
decir la no existencia de heterocedasticidad, y como hipoétesis alternativa a
contrastar se plantea la existencia de heterocedasticidad.

El estadistico de prueba es el producto del tamafio de la muestra, n, por el
coeficiente de determinacion de la regresion auxiliar, R?, o sea, n.R? obtenido
de la regresion auxiliar, que sigue una distribucion ji-cuadrado con grados
de libertad igual al nimero de regresoras en la regresion auxiliar, sin incluir
el término constante, es decir, n.R2~;c(21,a)g1:;cﬁ,a)k . Siendo k el numero de
parametros de la ecuacion de los errores menos la constante, o sea, los
grados de libertad.

Si el valor calculado u obtenido del estadistico de prueba n.R’ es superior que
el valor ji-cuadrado critico o tedrico, al nivel de significacion considerado, se
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rechaza la hipoétesis nula, por lo tanto, hay heterocedasticidad y no se cumple
con el supuesto de homocedasticidad.

Si el valor calculado u obtenido del estadistico de prueba n.R’ es menor que
el valor ji-cuadrado critico, al nivel de significacion fijado, no se rechaza la
hipodtesis nula y se cumple con el supuesto de homocedasticidad, lo que

implica que en la regresion auxiliar o, = o, = @, ..., son iguales a cero.

Considerando la probabilidad, si valor p de n.R’> es mayor que el nivel de
significacion @ , no se rechaza la hipotesis nula y se cumple con el supuesto
de homocedasticidad.

Considerando el valor obtenido de F, si es menor que el valor critico de
F_,(p-1, n-p) ,entonces no se rechaza la hipotesis nula 'y se cumple con
el supuesto de homocedasticidad.

Pruebas para detectar la presencia de Normalidad

La normalidad se puede probar empleando los estadisticos Ji-Cuadrado,
Kolmogorov-Smirnov, Shapiro-Wilks y Jarque-Bera.

Prueba de Jarque-Bera

Esta prueba utiliza el estadistico Jarque-Bera (JB) para probar la normalidad
de un conjunto de datos. Los datos pueden ser los relacionados con la
variable dependiente (regresada o respuesta) o con los residuos o errores.
Por tanto, con el estadistico de prueba Jarque-Bera, se puede verificar el
supuesto de normalidad en el anélisis de regresion, es decir, si la variable o
los residuos siguen una distribucion normal o no (Espallarga & Solis, 2012).
Los fundamentos tedricos y metodolégicos que se tienen en cuenta para el
desarrollo de esta prueba se basan en los criterios de Gujarati (2003); y de
Espallarga & Solis (2012).

La prueba de Jarque-Bera calcula la asimetria y la curtosis y aparece en el
paquete de programa estadistico y econométrico EViews.

Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad de la variable
dependiente (regresada o respuesta) en el analisis de regresion.

El estadistico de Prueba a utilizar es:
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{AZ (K—B)z}
B=n |41
6 24

donde:
n es el nimero de observaciones.
A es la simetria.

K es la curtosis.

También se puede utilizar la expresion siguiente para el estadistico de prueba:

JB = ”_k{A2+l(K—3)2}
6 4

Asintéticamente, el estadistico de prueba Jarque-Bera (JB) sigue una
distribucion ji-cuadrado, con dos grados de libertad (g/).

Formulacion de las hipdtesis nula y alternativa:

La hipdtesis nula que se somete a prueba, expresa que la variable
dependiente (regresada o respuesta) esta normalmente distribuida.

Hy: ¥~ N.
H.: ¥ no sigue una distribucion normal.

Regiodn critica para el estadistico de prueba JB, dado el nivel de significacion
a,es

W:{}Bem con JB20: JB> xi (g/)} o sea,
e . 2
W—{JBEER con JB=0: JB> yi_, (2)}
Regla de decision:

-RechazarH,, si JB > le—a (2)-

- No rechazar H, si JB < le-a (2.

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 62



Alternativamente:
- Rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p < & .

- No rechazar H,, si el valor de la probabilidad o valor p >a .

Si el valor probabilistico del estadistico de prueba JB, valor p, es muy bajo
en una aplicacion, lo cual sucederé si el valgr estadistico de prueba difiere
en gran medida de cero, o sea, si JB > Xl—a (2), entonces se rechaza la
hipdtesis nula, de que la variable dependiente (regresada o respuesta)
esta normalmente distribuida. Por el contrario, si el valor probabilistico del
estadistico de prueba JB, valor p, es muy alto en una aplicacién, lo cual
ocurrira cuando el valor gel estadistico de prueba se encuentra cercano
a cero, 0 sea, si JB < Xl—a (2), entonces no se rechaza la suposicion de
normalidad, no existen elementos para rechazar la hipétesis nula, o sea, la
variable dependiente sigue una distribuciéon normal.

El valor del estadistico de prueba JB depende de la asimetria y de la curtosis.

La asimetria mide la deformacion de la distribucion y se calcula con las
formulas

1n _3
PR P B )

1 ~3
n's o o

La curtosis mide el apuntamiento de la distribucion y se calcula como

=3 Jopor K ==L

n g

A

(o}

. 136.-5)
[">)

~ 4
(o}

En las expresiones de Ay K, & =S representa el estimador sesgado de la
desviacion estandar poblacional, y se calcula por:
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Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad en los
residuos (errores), en el andlisis de regresion.

Estadistico de Prueba a utilizar es:
4> (K-3)
JB=n | —+———
6 24

donde:

n es el nimero de observaciones.
A es la asimetria.

K es la curtosis.

También se puede utilizar la expresion siguiente para el estadistico de prueba:

i ”_k{A2+1(K—3)2}
6 4

Asintoticamente, el estadistico Jarque-Bera sigue una distribucion ji-
cuadrado, con dos grados de libertad.

Formulacion de las hipdtesis nula y alternativa:

Lahipotesis nula a ser probada, afirma que los residuos estan normalmente
distribuidos.

Hy: U ~N.
H,: U, no siguen una distribucion normal.

Laregion critica para el estadistico de prueba JB, dado el nivel de significacion
a,es

W =YBeR con JB20: JB> 42 ()

Regla de decision:

2
- Rechazar H,, si JB >y, (2.
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-No rechazar H,, si JB < ;(12_0( 2.
Alternativamente:

- Rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p < & .
- No rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p > « .

Si el valor probabilistico del estadistico de prueba JB, valor p, es muy bajo
en una aplicacion, lo cual sucedera si el valor estadistico de prueba difiere
en gran medida de cero, o sea, si JB > X12—a (2), entonces se rechaza la
hipdtesis de que los residuos o errores de estimacion estan normalmente
distribuidos. Por el contrario, si el valor probabilistico del estadistico de
prueba JB, valor p, es muy alto en una aplicacion, lo cual ocurrirda cuando
el valor_del estadistico de prueba se encuentra cercano a cero, 0 sea, Si
JB gXlz_a (2), entonces no se rechaza la suposicion de normalidad, no
existen elementos para rechazar la hipoétesis nula, o sea, los residuos o
errores de estimacion siguen una distribucion normal.

La asimetria y la curtosis se calculan de forma similar a lo expresado
anteriormente.

Al analizar la normalidad es importante tener en cuenta las caracteristicas de
la asimetria y de la curtosis en la distribucion.

La asimetria mide la deformacion de una distribucion, donde se pueden
presentar las situaciones siguientes:

- Si el coeficiente de asimetria es igual a cero, la serie de observaciones
es simétrica, cuyo principal patron es la distribucién normal, siendo las
medidas de tendencia central media aritmética, mediana y moda, iguales

- Si el coeficiente de asimetria es mayor que cero, es decir, si es positivo, la
serie de observaciones es asimétrica positiva, la distribucion es deformada
a la derecha, siendo la media aritmética mayor que la moda.

- Si el coeficiente de asimetria es menor que cero, es decir, si es negativo,
la serie de observaciones es asimétrica negativa, la distribucion es
deformada a la izquierda, siendo la moda mayor que la media aritmética.

En una distribucion simétrica, los datos de la serie se encuentran dispuestos
simétricamente en relacion con sus promedios. Ademas, la media aritmética,
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la mediana y la moda son iguales; a medida que estas medidas se alejan, se
acentla la asimetria de la serie.

Como se aprecia en las figuras siguientes, la deformaciéon corresponde al
lado en que la distribucion tiene la cola mas larga.

i g & v iy

Media Moda Media Moda Media
Mediana Mediana .
Moda Mediana
Asimétrica hacia la Asimétrica hacia la
izquierda Simétrica derecha

Figura 1.1. Representacion de la asimetria de una distribucion.

La curtosis mide el grado de apuntamiento o achatamiento de una distribucion,
donde se pueden presentar las situaciones siguientes:

- Si el valor de la curtosis es igual a tres, la distribucién es conocida como
mesocurtica, cuya principal muestra es la distribucién normal, existiendo
una concentracion normal de los valores en la region central de la
distribucion.

- Sielvalor de la curtosis es mayor que tres, la distribucion es mas apuntada
que la normal y recibe el nombre de leptocurtica, existiendo una alta
concentracion de los valores en la region central de la distribucion.

- Si el valor de la curtosis es menor que tres, la distribucion es menos
apuntada que la normal, es mas achatada, y recibe el nombre de
platicurtica, existiendo una baja concentracion de los valores en la region
central de la distribucion.
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Leptocurtica Mesecurtica Platicurtica

Figura 1.2. Representacion de la curtosis de una distribucién.

Cuando el coeficiente de asimetria se aleja de cero y la distribucion es
deformada, o cuando el coeficiente de curtosis difiere de tres y la distribucion
presenta apuntamiento, y el valor del estadistico de prueba Jarque-Bera siga
siendo positivo, aumenta la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula, de
que los datos provienen de una distribucion normal.

Otras pruebas de normalidad

Dada la importancia que tiene la presencia de normalidad en el contexto de
la evaluacion econdmica que se presenta, se considera Util tener en cuenta
otras pruebas que generalmente son utilizadas para probar la normalidad
de un conjunto de datos como la de Kolmogoro-Smirnov y Shapiro-Wilks. La
prueba Kolmogorov-Smirnov es apropiada, cuando el tamafio de la muestra
es mayor que 50, y la prueba Shapiro-Wilk, cuando el tamafio de la muestra
es como maximo 50. Las mismas se encuentran disponibles en el paquete de
programa estadistico SPSS.

Las pruebas permiten probar si la variable en estudio de una muestra tiene
distribucion normal. Como hipétesis a contrastar se tiene que la hipodtesis nula
plantea que las observaciones siguen una distribucion normal, y la hipotesis
alternativa que las observaciones no siguen una distribuciéon normal. Para
tomar la decision, si el valor p asociado a la prueba seleccionada, es mayor
que el nivel de significacion, no existen evidencias para rechazar el supuesto
de normalidad de la distribucion.

Supuesto de no multicolinealidad

A la multicolinealidad se hace referencia, desde el punto de vista
practico, en el epigrafe 1.6.5, cuando se estudia el modelo de regresion
polinomial Y, = B, + B,X, — B, X +U,, como modelo que mejor ajusta al
aprovechamiento de la capacidad industrial de los centros de recepcion.
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Sicomo resultado de aplicar, a la capacidad industrial disponible estimada de
los centros de recepcion, las pruebas de Durbin-Watson; Breusch-Godfrey;
Goldfeld-Quandt; White; Jarque-Bera y Shapiro-Wilks, se comprueba que no
existe autocorrelacion, que existe homoscedasticidad en las varianzas del
error, es decir, son perturbaciones homoscedasticas, que existe normalidad
para el nivel de significacion seleccionado, y que no se viola el supuesto
de no multicolinealidad, entonces se infiere que las funciones de regresion
polinomiales estimadas cuadraticas constituyen los modelos matematicos
que permitiran realizar las proyecciones adecuadas y eficientes de la
capacidad industrial de los centros de recepcion.

1.6.3. Esbozo sobre la aplicacion de las derivadas para el analisis
de las propiedades de funciones

Las funciones reales de una variable real cumplen algunas propiedades que
no se cumplen para cualquier tipo de funcién, tales como: simetria, paridad,
monotonia, existencia de extremos, concavidad y existencia de puntos de
inflexion. Las propiedades se utilizan para describir el comportamiento de
las funciones, para trazar sus graficos y para describir las caracteristicas
fundamentales de las funciones mas utilizadas en las Ciencias Administrativas
y Econdmicas.

Para complementar el estudio sobre la determinacion del aprovechamiento
de las capacidades industriales, a partir de la funcién de regresion polinomial
estimada cuadratica, en el presente epigrafe se expone un analisis conceptual
de las propiedades de las funciones reales de una variable real, mediante las
aplicaciones de las derivadas. En los epigrafes subsiguientes (1.6.4, 1.6.5y
1.6.6), se realizan aplicaciones practicas de las propiedades.

El desarrollo del epigrafe actual y los subsiguientes, se realizan considerando
los aspectos tedrico y practico abordados por Arya, Lardner & Ibarra (2009);
Zill & Wright (2011); y Haeussler, Paul & Wood (2014), referentes a las
tematicas relacionadas con funciones de una variable, funciones racionales
enteras, aplicaciones econdmicas de las funciones y aplicaciones de la
derivada a los problemas de optimizacion.

A continuacion, se hace referencia al analisis conceptual de las propiedades:
monotonia, existencia de extremos locales, concavidady existencia de puntos
de inflexion.
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Monotonia

Se dice que una funcién fes mondtona creciente [decreciente] en un intervalo,
si para cualquier par de valores X;, X, de ese intervalo, tales que x, < Xx,,se
cumple que f(x;) < f(x,) [ f(x,) > f(x,)] En otras palabras, la funcién
es creciente cuando a medida que la x aumenta, la y aumenta también, y es
decreciente, si cuando la x aumenta, la y disminuye.

Precisando el andlisis, se muestra el siguiente teorema que ofrece una
condicion necesaria y suficiente para analizar la monotonia de una funcién
en un intervalo donde dicha funcion es derivable.

Teorema: Una funcién ¥ = f(x), derivable en el intervalo ]a, b[, es creciente
[decreciente] en ese intervalo, siy solosi f'(x) >0 [ f'(x) <0] paratodo
xela, b[.

La aplicacion de este teorema al andlisis de la monotonia se reduce al analisis
del signo de la derivada.

Para analizar la monotonia de una funcién se procede como sigue: se calcula
la primera derivada de la funcion; se determinan los ceros de la primera
derivada; se determinan los puntos que indefinen la primera derivada; se
determina el signo de la primera derivada en los intervalos determinados
por los puntos criticos (obtenidos por los ceros de la primera derivada o por
los puntos que la indefinen), y por ultimo, se interpreta el signo de la primera
derivada, y se concluye si la monotonia es decreciente o creciente, para el
intervalo donde se efectia el andlisis.

Existencia de extremos

Se dice que una funcion falcanza su valor maximo [minimo] en el punto x, si
para todo xe Dom f'se cumple que f{x,) > f(x) [f(x,) <f (x)].

Alos valores maximo y minimo de una funcion se les llama extremos absolutos
0 extremos globales de la funcion.

Cuando la condicion de ser el mayor o menor valor de la funcion se cumple
solamente en una vecindad del punto x,, entonces se dice que el extremo es
local y no global. En correspondencia, se puede decir que un extremo global
0 absoluto, es también un extremo local; sin embargo, lo contrario, por lo
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general, no se cumple.
A continuacion, se define formalmente el concepto extremo local.

Una funcién f tiene un maximo [minimo] local en el punto x, si existe una
vecindad de x,, tal que, f(x,) > f{x) [f (x,) <f(x)] para todo x de dicha vecindad.
El ndmero y, =f(x0) es un valor maximo [minimo] local de la funcién y el punto
(x,, y,) €s un maximo [minimo] local del grafico def.

Antes de dar la condicion necesaria y la condicion suficiente para la existencia
de extremos locales, se presentan algunos detalles sobre estos extremos:

- En cada punto maximo local, la curva presenta una cumbre.
- En cada punto minimo local, la curva presenta una hondonada.

- Al valor méximo (minimo) local se le llama extremo local, porque es el
mayor (el menor) valor de la funcion en una vecindad de un punto. Eso no
tiene por qué ocurrir en otra parte del dominio de la funcién. Incluso, un
maximo local puede ser menor que un minimo local.

- Enlos puntos donde la curva tiene un extremo local, si existe la tangente,
es horizontal. Por tanto, su pendiente es cero. Esto lo confirma el siguiente
teorema.

Teorema: Si la funcién y = f{x) es derivable en un punto x, donde tiene un
extremo local, entonces f*(x,) = 0.

Este teorema da una condicion necesaria para la existencia de extremos.

Eso significa que una funcién no puede tener extremos en puntos donde

Jx)=0.

La condicion dada por el teorema anterior no llega a ser suficiente, porque
hay funciones que no tienen extremos en puntos donde f*(x) = 0.

Hay funciones que tienen extremos en puntos donde no son derivables.

De acuerdo con el teorema anteriory el andlisis hecho sobre el mismo, los Unicos
puntos donde puede haber extremos son aquellos donde f*(x) = 0, o donde f*(x)
no esta definida. Estos puntos se denominan puntos criticos de primera especie.
Ahora bien, ;cémo se analiza si en un punto critico hay un extremo? En el caso
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de que haya extremo, ;,coémo se sabe si es un Maximo o0 un minimo?

En cada punto donde una funcion tiene un extremo, se produce un cambio en la
monotonia de la misma. Relacionando esto con el signo de la derivada se obtiene
la siguiente condicion necesaria y suficiente para la existencia de extremos.

Teorema: Sea f una funcion continua en x, y derivable en una vecindad
reducida de x,, entonces f tiene un extremo en x,, si y solo si f*(x) cambia de
signo cuando x pasa por x, de izquierda a derecha. El extremo es:

z . . (3 et . .

- maximo, si f(x) es positiva para x < X,y negativa parax > x,; y
e H . (] . ey

- minimo, si f*(x) es negativa para x < X,y positiva para x > x,,.

Los pasos logicos para analizar la existencia de extremos, ademas del
procedimiento abordado para determinar la monotonia de una funcion,
expuestos anteriormente, incluyen el analisis de la existencia de extremos
locales, a partir del teorema anterior.

Concavidad y punto de inflexion

Para trazar exitosamente el grafico de una funcioén, es importante tener en
cuenta hacia dénde esté dirigida la concavidad (hacia arriba o hacia abajo) y
en qué puntos se produce el cambio de la direccién de la concavidad.

Se dice que una funcion f es concava hacia arriba [hacia abajo] en un
intervalo, si para cualquier punto de ese intervalo el grafico queda por encima
[por debajo] de la tangente. El punto del grafico donde cambia la direccion
de la concavidad se llama punto de inflexion.

En otras palabras, la funcion es concava hacia arriba en el intervalo donde la
curva abre hacia arriba, y concava hacia abajo en el intervalo donde la curva
abre hacia abajo.

Precisando el andlisis, se presenta el siguiente teorema: Sea f una funcion
dos veces derivable en el intervalo [a, b]. Entonces el gréfico de f tiene la
concavidad dirigida hacia arriba [hacia abajo] en ]a, b], si'y solo si, para todo
xe[a, blse cumple que f“’(x) >0 [f “'(x) <0].

Segun este teorema, en los puntos donde f“’(x) # 0 no puede haber puntos
de inflexion. Por tanto, solo puede haber en aquellos en los que f“'(x) = 0 0
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f“’(x) no estéa definida, denominados puntos criticos de segunda especie.

Teorema: Si la funcion f es continua en el punto critico de segunda especie
x, y dos veces derivable en una vecindad reducida del mismo, entonces
((x, f (x,) es un punto de inflexion del grafico de £, si f*’(x) cambia de signo
enx,.

0

La aplicacion de los dos teoremas anteriores permite analizar la concavidad
y la existencia de puntos de inflexion, usando la segunda derivada, de la
misma forma que se analiza la monotonia y extremos locales con la primera
derivada.

Para analizar la concavidad y la existencia de puntos de inflexion del gréafico
de una funcién se procede como sigue: se calcula la segunda derivada de
la funcion; se determinan los ceros de la segunda derivada; se determinan
los puntos que indefinen la segunda derivada; se determina el signo de la
segunda derivada en los intervalos determinados por los puntos criticos; y
por ultimo se interpreta el signo de la segunda derivada, y se concluye si la
concavidad se encuentra dirigida hacia arriba o hacia abajo para el intervalo
donde se efectua el analisis. Ademas, se dan las conclusiones sobre la
existencia de puntos de inflexion.

1.6.4. Determinacién del aprovechamiento maximo de la capacidad
industrial

Uno de los problemas relevantes en los procesos econémicos radica en
como lograr la eficiencia. Para ello, es necesario desde la perspectiva de la
matematica, la minimizacion o maximizaciéon de determinados indicadores
econdmicos. Esos problemas en los que es necesario hallar el valor maximo
o el valor minimo de una funcién se denominan problemas de optimizacion.
Los valores maximos o minimos obtenidos como solucién de un problema
de optimizacion, que coinciden con los extremos absolutos de la funcion, se
denominan valores 6ptimos.

En correspondencia con lo expresado, una vez determinada la funcion
matematica que mejor ajusta ala serie de datos, representada por lafuncién de

- _ , ' - A T n PO
regresion polinomial estimada cuadratica, E y,, v, =Y, = p, + 5, X, - 5, X,

siendo ft la capacidad industrial estimada del centro de recepcion (en
toneladas de cafia) y X, el tiempo (en semanas), se procede a determinar
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la semana de maximo u Optimo aprovechamiento de las capacidades
industriales, mediante el empleo de los métodos clasicos de optimizacion.
Estos métodos son aquellos en los que se utiliza la derivada para la resolver
problemas de optimizacion. Uno de ellos fue descrito en el epigrafe anterior.

Como en este caso se trata de una funcioén cuadratica, la cual es derivable en
todo su dominio y cuya segunda derivada es constante, se puede proceder
en la forma siguiente:

- Se calcula la primera deriva la funcién estimada polinomial de grado dos.

- Seigualala primera derivada a cero y se resuelve la ecuacion asi obtenida
para hallar el punto critico X, correspondiente a la posible semana de
maximo u 6ptimo aprovechamiento de las capacidades industriales de los
centros de recepcion. A

- Se calcula la segunda derivada de la funcién estimada ( };=?”). Si
la segunda derivada de la funcion estimada es menor que’ cero, para
cualquier valor de la variable explicativa X en el dominio de la funcioén, se
puede afirmar que para el valor X, la funcién alcanza su valor maximo u
optimo.

2

- Se evalla la funcién de regresion polinomial estimadas cuadraticas para
el valor critico X, y se obtiene el valor maximo u 6ptimo de la funcion,
0O sea, Ymlx B, +ﬂ2X ﬂ3 .7, que representa la capacidad industrial
maxima estimada del centro de recepcion.

A partir de I?max, correspondiente a la semana X, se determina el
aprovechamiento maximo u 6ptimo de las capacidades productivas de los
centros de recepcion, que representa la produccion 6ptima por unidad de
tiempo que puede alcanzar el centro de recepcion, si se utiliza eficiente y
racionalmente, sin pérdida de tiempo y sin sobre explotacion.

Las capacidades disponibles calculadas de los centros de recepcion
representan los términos independientes de /as restricciones de tipo Il de los
modelos planteados, es decir, los D; o Dj,.

El procedimiento expuesto para determinar la capacidad maxima estimada
del centro de recepcion, se puede generalizar de la siguiente forma:
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- Calculando la primera derivada de la funcién general de regresion
polinomial estimada E,,,, =Y =p +p, X +p,X*, se obtiene que

d—Y=IBA2 +2:é3X

dX
- lgualando e] resultado de la primera derivada a cero ar _ 0 . seformala
ecuacion B, +26;X =0, ax
- Despejando a X en la ecuacion anterior, se obtiene X = —2/;3 .
3

Este valor de X es la abscisa del vértice de la parabola que representa
graficamente a la funcién de regresion polinomial estimada y sera

Iy

s,

A

denotado por X, o sea, X, =-

- Calculando la segunda derivada esth funcion se obtiene, Lg — 2/@3 .
dx

-Si B; >0 lasegunda derivada es positiva, el gréfico de la funcion tiene
la concavidad dirigida hacia arriba y la funcion tiene su valor minimo en
X,

-Si f; <0 | la segunda derivada es negativa, el gréfico de la funcién
tiene la concavidad dirigida hacia abajo y la funcion tiene su valor
maximo en X,

- Sustituyendo el valor numérico de X, en Y, y realizando los célculos
correspondientes, se obtiene el valor maximo o minimo de la funcion de
regresion polinomial estimada.

- El valor méaximo o minimo también puede calcularse en funcién de los
estimadores minimos cuadraticos, sustituyendo la expresion de X, en Y,
y realizando las operaciones algebraicas correspondientes, se obtiene la

expresion que permite calcular el valor maximo o minimo de la funcién

A

2

de regresiéon estimada, o sea, ¥ =3 -2 . Con solo aplicar las

max o min 1
45,

A

expresiones de X,y Y,

max o min S€ obtiene el resultado deseado.
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Desarrollando el procedimiento expuesto:

Sustituyendo X = X, =— =B+ X + B X’

> - P P ) 2
Ymaxomin:Y()zﬂ ﬂZX +ﬂ3X0

v | Lo | ] - 2
P )

02 02 N2 02 N2
; () 2B B, B
=p - - + 32 =p - 2+ =B - 2

23, 4/, 4p;  4p; 4.,

Y =Y, eselvalor extremo, maximo o el minimo, de la funcién de regresion
polinomial estimada y, geométricamente, es la ordenada del vértice de la
parabola que representa graficamente a dicha funcion.

Se ha demostrado que tanto el punto X, donde la funcion alcanza su valor
extremo, como el valor extremo de la funciop Y, pueden calcularse en funcion
de los estimadores minimos cuadraticos By, 3,y f; -

2

En resumen, la funcion de regresion estimada Y = ,81 +ﬂ2X+,B3X
A ﬂz _ ﬂz
alcanza el valor extremo YO =, ——= en el punto X, =——=
4/, 5 25

extremo es maximo, si B; <0,y esminimo, si B, > 0.

. El

El procedimiento expuesto para la determinacion del aprovechamiento
optimo de la capacidad industrial se fundamenta teéricamente en el estudio
de las propiedades de las funciones a partir de la aplicacion de las derivadas
expuestas en el epigrafe 1.6.3

1.6.5. Estudio de un caso real sobre la utilizacion de la capacidad
industrial y validacion de resultados

Para el estudio de la capacidad industrial de un centro de recepcion se tiene
en cuenta la:
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|.  Estimativa de la capacidad industrial.

[I. Determinacion del aprovechamiento maximo u 6ptimo de la capacidad
industrial.

[ll. Inferencia realizada al modelo de regresion lineal multiple asociado a la
capacidad industrial.

|- Estimativa de la capacidad industrial

Para mostrar la determinaciéon de la capacidad estimada de los centros de
recepcion, se presenta una situacion practica real. Como paso inicial se
calcula el promedio de la cafia procesada semanalmente durante las Ultimas
cinco zafras azucareras, lo que representa la capacidad industrial real
promedio semanal, tabla 1.3.

Tabla 1.3. Capacidad industrial real promedio de cafha procesada semanal
(toneladas).

Semana | Capacidad industrial real | | | Capacidad industrial real

promedio semanal (t) promedio semanal (t)
1 2729,43 9 4764,75
2 2804,27 10 517202
3 345896 11 435256
4 3069,45 12 3646,38
5 420578 13 240187
6 5207,66 14 789,366
7 5221,93 15 873,937
8 5165,48

Fuente: elaborada por los autores.

Se propone investigar si la variable dependiente capacidad industrial real
promedio semanal, se encuentra relacionada con la variable independiente,
tiempo (en semanas), donde se considera una muestra de quince afos,
como se exhibe en la tabla anterior.

La informacion expuesta se representa graficamente por la nube de puntos
que se muestra en el siguiente diagrama de dispersion, formado por 15 pares
ordenados (x;,¥;) , donde i toma valores desde 1 hasta 15.
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Figura 1.3. Diagrama de dispersion representado por los puntos (xi ) y[) (EViews).

El diagrama de dispersion da una idea de la forma grafica de la funcion, el
mismo se obtiene representando en un sistema de coordenadas todos los
puntos (x;,,).

Teniendo en cuenta la representacion de los pares ordenados, se puede
representar una funcion racional entera o polinémica de grado dos, funcion
cuadratica, que se puede expresar en la forma:

Jw=ax+a x"'+a x conn=2yax<0,o0sea,fx) =ax’+ bx + ¢,
donde a, b y ¢ son constantes y a< 0.

Suponiendo que el comportamiento de la capacidad industrial promedio
se encuentra en relacion estrecha con el tiempo (en semanas), entonces,
con el propdsito de hacer estimaciones, se determina que la funcion
fx) =-ax’+ bx + ¢, es la que mejor expresa esta relacion.

Conocida la relacion entre la capacidad industrial promedio con el tiempo
en semanas, se investiga qué modelo matematico, ecuacioén matematica
o funcion matematica expresa adecuadamente dicha relacion. EI modelo,
ecuacion o funcion buscada sera una funcion de regresion representada por

E(Y:/Xz) =Y, =p +p,X, _:B3X,2.

Esta funcion esté definida para todos los numeros reales, en particular para la

situacion objeto de estudio, esta definida para los nUmeros reales positivos.
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Su gréfico es una parabola con las siguientes propiedades: el vértice es el

punto para el cual X =— 2 , como el estimador minimo cuadratico o
3

coeficiente de regresion 3 <0, el grafico de la funcion tiene la concavidad

dirigida hacia abajo y el vértice tiene su valor méximo, donde la abscisa es

X =- P,
2,
Estimadores minimos cuadraticos de la funcion de regresion. Determinacion

de ﬂAI, [32 y ﬁS por la via matricial.

Dado el modelo de regresion lineal Y =8+, X — B X* +U,, se
tendra para cada par ordenado (x,,y;), dondei=1,2,3,...,15 un conjunto
de ecuaciones simultaneas, representadas por el siguiente sistema de 15
ecuaciones:

Y, = Bl+ Bz X, - B3 X12+ U,

Y:B1+B2)(z - B})(zzJr U

2

)

;= B+ B, X - B3X32+ U

3

w

Y:B1+[32X4 - B3X42+ U,

4

EN

Y:[31+ B2X5 - 33X52+ U

5

[

Y6= Bl+ Bz X6 - B3 X62+ U6

Y,=B,+B, X, - B, X'+ U

Y:B1+B2X8 - B3X82+ U,

8
Y, = B1+[32X9 - B3X2+U
V= B+ B, X,y - By sz + U,

Y11= Bl+ Bz Xu - B} X112+ U11
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Y,=B+ B, X, - B X,+ U,
Y, =B, +B, X, - BX/+U,
Y,=B+B X, - BX/+U,
Y, =B +B X, - B XS+ U,

Representacion del sistema de ecuaciones en notacion matricial:

2

¥ i e A v,

121 i %, K3 i,

Y, 1 B 2 U,
2

7, 1 W v,

I 1 e b e
v 2

. i B g U,

¥, 1 ¥, X £ Uy

B =11 % oS0 L8 [PE] i
v 2

¥, 1 Xy X - B3 Ug
Z

Yo 1 X, Xyp Uto
- 4

Y, 1 X, X4 Un
r 2

Y, 1 X, Xg Yo
7 2

¥, 1 X3 X Uiz
¥

Y, 1 X,y Xy Uya
2

| Tis | [1 X5 X5 | U1s |

-1
A partir de la aplicacion de la expresion ﬂ:[XTX) [XTX) o)

A .
B, =(XTX) (XTX)

s

obtenida en ¢l epigrafe 1.6.1, se determinan los estimadores minimos

cuadraticos B, B, vy ;. Para su determinacion se utiliza el asistente
matematico Derive version 6.0, como se exhibe a continuacion.
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Representacion de la matriz columna Y de orden o tamafio de la matriz 15x7,
correspondiente a la variable dependiente capacidad industrial, y de la
matriz rectangular X de orden o tamafo de la matriz 15x3, correspondiente
a la variable explicativa tiempo.

2729 .43 1 1 1]
280427 1 &
3458 .96 1 3
3069 ,45 1 4 16
4205,78 1, B 2
5207 ,66 1 6 36
522193 1 7 49
Y=|516548| X=|1 8 64
476475 1 9 81
5172,02 1 10 100
435256 i 11 g
364638 1 12 144
240187 1 13 169
789,366 1 14 196
| 837,937 | |1 15 225 ]

Matriz transpuesta X.

La matriz transpuesta de la matriz X, se obtiene a partir de X intercambiando
las filas por las columnas.

Iaadel, ads IS @ 16 & 1 1 1 1 1 1
X1 23 4 5 % 7 % 9 1o 11 1 13 14 15
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225

Multiplicacion de la matriz transpuesta X7 por la matriz X.

Como X'y X son dos matrices de 6rdenes 3x715y 15x3, respectivamente, el
producto de las matrices XTy X, es la matriz X’X de orden 3x3 o de tercer
orden, cuyos elementos para la situacion objeto de estudio son numeros
reales positivos, resultantes de la suma de los productos de los elementos de
la fila i de la matriz XT por los elementos correspondientes de la columna j de
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la matriz X, resultando:

_—1 X Xlz_
1 1 1 .. 1 |1 X2 X22 n ZXZi ngl»
X'X = X X XX | X, X}z =|2X ZX; X X
Xl2 X22 X: X:_ . ) X O YX X ZX;

X X:

—

2 4
3
4 16
5 25
6 36
BAMSERL B 9 &L BEEm = M 1 @ @ 9 |[usetas
¥ x-liiaa 5 & 9 5 85 9% 5 92 B9 i
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 9 81

10 100
11 121
2 144
13 169
14 196
15 225

._.._.._.._.._.._.,_.._.._.._.._.,_.._.._.._.
oo
[«
o

15 120 1240
XTX =120 1240 14400
1240 14400 178321

La matriz cuadrada (X7X) de orden 3 es simétrica, porque se cumple
que la matriz (X7X) es igual a la transpuesta de la matriz (X"X), es decir,
(X'X) = (X'X)".

El determinante de la matriz cuadrada (X7X) de orden 3 o de tercer orden es
el numero real que se define como:

4y 4 dp

Ay Gy Ayu|=(a,0y05 + 0,055 + a30,0y,) — (a1305,05; +apaya5; +a105,a5,)

a3 Q3 Ay
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Un procedimiento practico desarrollado para obtener cada uno de los
sumandos anteriores es la Regla de Sarrus, que consiste en agregar las dos
primeras filas de la matriz original a la propia matriz; las flecha dirigidas hacia
abajo indican el producto de esos tres elementos con el mismo signo vy las
flechas dirigidas hacia arriba indican el producto de esos tres elementos, y el
resultado del producto se multiplica por menos uno (-1), es decir, al producto
de los tres elementos se le cambia el signo.

a, a, @
G & A4
Gy G Gy |=(0,0,0,+0,0,0,+0,8,0,)=(6,,8, +4,6,a, +,0,0,)
@ 4, &
a4, a, 9

Se obtiene como resultado del determinante de la matriz (X°X), el
siguiente:

15 120 1240
=(120 1240 14400|=17326400

1240 14400 178321

gor 0 = e

Como el determinante de la matriz cuadrada (X7X) igual a 17326400, es
diferente de cero, la matriz cuadrada es no singular o regular; entonces se
puede calcular la inversa por el método de la matriz adjunta.

Célculo de la matriz inversa (X”X) - mediante el método de la matriz adjunta.

(XTX)_I =m()ﬂxj+ =W(XTX)+

La matriz adjunta de la matriz cuadrada (X 7.X) es:

" 13746880 —3541440 190400

(XTX =|—-3541440 1137080 —67200
190400 - 67200 4200
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Resultando como matriz inversa:

[ 361

455

e . 13746880 3541440 190400 o3
(X X) = | -3541440 1137080 67200 |=|-
173264001 150400 ~ 67200 4200 4155

i 91

93
455
4061
61880
6
1547

91
6

1547
3

12376

Multiplicacién de la matriz transpuesta de X(X 7) por la matriz columna Y, se

obtiene la matriz (X7Y).

Como X"y Y son dos matrices de 6rdenes 3x15y 15x1, respectivamente, el
producto de las matrices X7y Y, es lamatriz (XY ) de orden 3x7, resultando:

37
1
Y 7
1 1 1 1 A Z}i
ET-|H X X X |Y |=|>x 7
1 2 3 15 3 24t
X2 X2 X?.. X2 ZXSI_}:
1 2 3 5y
L 15
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
XTYZI 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 4 9 16 25 36 49 64

1
15

81 100 121 144 169 196 225
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2729,43
280427
3458.,96
3069,45
4205.78
5207.66
5221,03
5165,48
4764,75
5172.02
4352.56
3646,38
2401,87
789,366

837,937 |
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53863,843
402767,019
3685426,721

XTy

Determinando a ﬂl, Bz y ﬁ3 como resultado de la multiplicaciéon de las
matrices (X’X)' y (X'Y).

[ 361 93 1 414648161
- 455 455 91
= A 93 4061 gl 2 13947522(102(;71
(XTXJ (XTY): = s - —2 || 402767,019 |=| ———"
. 455 61880 1547 12376000
¥ 3685426.721
3 1 6 3 951054101
91 1547 12376 12376000
[ 414648161
=i A 1394752590102(;7 1 S
(XTX) (XTY): b |= e 199 636
" 12376000 e
Ps 951054101 :
12376000

Valores de los estimadores minimos cuadraticos obtenidos por la via matricial:

B 911,3146

~

B, |=|1129,0330
By | | -76.8466

Por tanto, la funcion de regresion minimo cuadrética o ecuacion de prediccion
estimada es:

E(YffX:) =Y, =911,314+1129,033.X, — 76,846 X" -
Representacion matricial de la ecuacion de prediccion estimada }}
911,3146
Y=[I x, x?]|1129.0330
— 76,8466
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Las matrices (X’X) y (X'Y) también se pueden obtener calculando sus
elementos como se exhibe a continuacion.

" XX, IX,
(XTX)z XX XXl XXX

2
z)(31' ZXZ%iXZi ZX}i

Siendo (X"X) una matriz cuadrada de tercer orden y simétrica.

Se tabula la informacion de las variables X'y Y para calcular los valores
correspondientes a los elementos de las matrices (X’X) y (X'Y).

Tabla 1.4. Informacion para determinar las matrices (X’X) y (X' Y).

Y x| x| x| x| XX Yx, YX,
2729,430 1 1 1 1 1 2729,430 2729,430
2804,270 2 4 4 16 8 5608,540 11217,080
3458,960 3 9 9 81 27 | 10376,880 31130,640
3069,450 4 16 16 256 64 | 12277,800 49111,200
4205,780 5 25 25 625 125 | 21028,900 | 105144,500
5207,660 6 36 36 1296 216 | 31245960 | 187475,760
5221,930 7 49 49 2401 343 | 36553,510 | 255874,570
5165,480 8 64 64 4096 512 | 41323,840 | 330590,720
4764,750 9 81 81 6561 729 | 42882,750 | 385944,750
5172,020 10 100 100 10000 1000 | 51720,200 | 517202,000
4352,560 ikl 121 121 14641 1331 47878,160 | 526659,760
3646,380 12 144 144 20736 1728 | 43756,560 | 525078,720
2401,870 13 169 169 28561 2197 | 31224,310 | 405916,030

789,366 14 196 196 38416 2744 | 11051,124 | 154715,736

873,930 15 225 225 50625 3375 | 13108,950 | 196634,250

53863,836 | 120 1240 1240 178312 14400 402766,914 | 3685425,150
Y o (Tx (XX (XXX ISXx X | XX Y | XX Y
i 2i 3i 2i 3i 2 3 2i i 3i i

Fuente: elaborada por los autores.
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i . B 15 120 1240
[XTXJ: YX XX XXX |=[120 1240 14400

ZXa_ ZXS_X2_ ZXj 1240 14400 178312

ZYI_ 53863,836
[XTY): X Y |=| 402766914
S X Y| |3685425,150

3i i
Por las razones expuestas en el analisis estadistico, a partir del promedio
de la cafa procesada semanalmente en cinco zafras, se ajusta la
curva continua, representada por la funcidon de regresion estimada
Ey v =Y, =911314+1129033X, - 76846X , con coeficiente de determinacion
y coeficiente de determinacion ajustado asociados a valores altos, lo que

demuestra que la variable predictora, explica en buena medida la variacion
de la variable dependiente.

Obtencion de los estimadores minimos cuadraticos de la funciéon de regresion
capacidad industrial, utilizando el paquete estadistico EViews.

Tabla 1.5. Estimadores minimos cuadraticos 3, , 3, y 3, (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 115
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic Prob.
Cc ~ 494.3730 1.843374 0.0901
,Bl =911.3146
X ~ 142.1832 7.940693 0.0000
182 =1129.033
Xn2 A 8.641266 -8.892985 0.0000
ﬂs =-76.84665
R-squared 0.880321 Mean dependent var 3590.923
Adjusted R-squared 0.860375 S.D. dependent var 1485.336
S.E. of regression 555.0178  Akaike info criterion 15.65273
Sum squared resid 3696537.  Schwarz criterion 15.79434
Log likelihood -114.3955  F-statistic 44.13416
Durbin-Watson stat 1.468850 Prob(F-statistic) 0.000003
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II- Determinacion del aprovechamiento maximo u oOptimo de la
capacidad industrial

Para determinar la semana de maximo u 6ptimo aprovechamiento de las
capacidades instaladas, correspondiente a la funcién estimada, se procede

a _derivar la funcion anterior con respecto a X, resultando:
d_Y:ft' =1129,033-153,692X,, igualando a cero para hallar el punto
dx

critico, se obtiene que X, = 7,35 semana.

El procedimiento para calcular a X, semana de méaximo u O6ptimo

aprovechamiento de las capacidades, se puede simplificar aplicando de la
1129,033

ﬁf ,donde, Xy =———=735
2(-76,846)

expresion X, =—
3

.
a7y =Y"=-153,692; COMO ¥"<0,

La segunda derivada de la funcion es ==

para cualquier valor del dominio de la funcion; se puede afirmar que para
X, = 7,35 semana, la funcion de regresion estimada alcanza su valor maximo
u 6ptimo.

Los resultados exhibidos se consolidan cuando se
analizan las propiedades de la funcién regresion  estimada

~

E g x, =Y, =911314+1129,033X, - 76,846.X7 - en €l epigrafe 1.6.6.

Evaluando la  funcién de regresion para el valor de X,

~

Eyixy = fl =911314+1.129.033(7.35}, — 76,846(7:,3 5)X? =505829

se obtiene la capacidad industrial maxima, Y, igual a 5058,29

max’
toneladas. Otra forma para calcular la capacidad maxima

es a partir de los estimadores minimos cuadraticos, como

Y max = f, — (B2 /4, = 911314 - [1120.033)? /4( 76.346) |= 5058 20

Por tanto, la capacidad industrial operacional ¢ptima semanal del centro
de recepcion es de 5058,29 toneladas, que representa el 85,75 % de la
capacidad industrial disponible total o capacidad potencial.
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Multiplicado este aprovechamiento 6ptimo de las capacidades del centro
de recepcion por las 12 semanas de zafra operacionales planificados, se
obtiene la capacidad industrial ¢ptima del centro para la zafra, que es de
60339,48 toneladas.

Los resultados satisfactorios obtenidos de aplicar de la funcion de regresion
polinomial cuadraticas, demuestran que la funcién seleccionada es buena
predictora para proyectar la capacidad industrial éptima de los centros de
recepcion.

[ll- Inferencia realizada al modelo de regresion lineal multiple asociado
a la capacidad industrial

Después de haber estudiado el modelo de regresion lineal multiple asociado
a la capacidad industrial, se pueden hacer inferencias de la poblacién objeto
de estudio.

La validez de la funcién de regresion ajustada se comprueba a partir del
analisis de varianza en la regresion y la aplicacion de la prueba de F' de
Fisher.

Prueba de F de Fisher

1- Formulacién de las hipotesis nula y alternativa:

Ho: IB2 = ﬂ3 = 0

H,: Existe algun ,Bj #0, paraj=2, 3.
La hipdtesis nula indica que el modelo no explica la situacion objeto de
estudio, en contraposicion la hipdtesis alternativa a contrastar expresa que
el modelo si explica la situacion objeto de estudio, es decir, la funcion de

regresion estimada, es buena predictora y puede ser utilizada para predecir
los valores de la variable aleatoria Y a partir de los valores dados de X.

2- Region critica para el estadigrafo F; dado el nivel de significacion & , es

W:{Feiﬁ eon-dt 207 B0 (-1 8—P)

2 SC 0.
donde:F:—go 7 T
2 p-1'5C,
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3- Regla de decision:
-RechazarH,, si F>F,_, (p—1, n—p).
-No rechazar H,,si F<F_, (p—1, n—p).

Alternativamente:

- Rechazar H, si la Prob (F-statistic) o valor p<a .

- No rechazar H,, si la Prob (F-statistic) o valor p>a .

S2 SC n—p
3.1- Célculo del estadistico de prueba F: F' = —g o Ml Tog
52 p-1 SC_

A partir del anédlisis de varianza en la regresion se calcula el estadistico de
prueba F, como se muestra en la tabla de andlisis de varianza.

Tabla 1.6. Tabla de Analisis de Varianza (ANOVA) por la via matricial.

Fuente de Suma de cuadrados Grados Suma de cuadrados medios
variacion de
libertad
SC gl SCM
Debido
ala TXTY T SCM de SC, = °CE = g2
. SC-=p X E-—nTf (p-1) eolyp = g
regresion i p—l
(8C)
Debido a
los SCr=Y'Y-B"X"Y
residuos . N (n - p) SCR 2
SC,=SC,-SC, SCM de SCp =—= =83
(SC) n—p
Total (n-1)
o Ty w2 i
(50, SCr =Y Y —nY

Fuente: elaborada por los autores.
Para calcular a F hay que determinar las sumas de cuadrados: SC,, SC,y
. 2 2 , . .
SC,, y las varianzas: S; y S . A continuacion, se determinan las sumas de

cuadrados por la via matricial, mediante el asistente matematico Derive.
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e Suma de cuadrados debido a la regresion o explicada por la regresion.
L s . =2
Informacion necesaria para calcularla sc , = g7 XY — nY .

5y 911.3146 CoTs s s
B=|8,|=|1120.0330 | B :[ﬁl yix ﬁ3]:[911,31 112003 —76.84]
/§3 — 76,8466

[ 2729 ,43
2804 ,27
3458 ,96
3069
4205

5207 .66 L. 4. T @ A0 4 1, 1 4l 4 de oA
522193 | xT=|l1 23 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
Y =| 5165 .48 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225
4764 ,75
5172 ,02
4352
3646 ,38
2401 ,87
789 .366
| 837,937 |

15
> Yi = 53863.836
i=1

. 2
Célculodela SC z = " XY — nY

(272943
280427
345896
306945
420578
520766

111111 111 1 1 1 1 1 1]5219
sC. =[o1131 112903 -7684]1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 |516348 —15-[

14916 2536 49 64 81 100 121 144 169 196 225| 476475
517202
135256
364638
240187
789366
| 837937

53863836 3
15
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SCE = 220611649,2426 - 193420855,2423
SCE = 27190794,00

e Suma de cuadrados total:

=3
.z . T
Informacién necesaria para calcular la SC, =Y Y —nY

:[272243 280427 345896 306945 420378 520766 522193 516548 476475 517202 435256 364438 240187 789366 837,937]

YT
r'y=

[2720.43 |
2804,27
348,06
3069.45
4205,78
5207,66
:[272943 280427 345896 306945 420378 520766 522193 516348 476475 517202 435256 364638 240187 789366 837937 5221.93
5165,48

476475
3646,38

240187

789.366

_837.937_
Y'Y = 224308033,7409
SC,=Y"Y—n¥"
SC r = 224308033,7409 - 193420855,2423 SCT = 30887178,4986
e Suma de cuadrados debido a los residuos:
SCG=ETE —~ 5 BPE
SCR = 224308033,7409 - 220611649,2426 SCR = 3696384,49
Ademas, SC, se puede calcular como:
SO =8C5=8CE

SCR = 30887178,49 - 27190794 SCR = 3696384,49

Varianza asociada a la regresion y a los residuos:
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ey g _ 27190794

SCM de SC; = = =13595397 :Sé
p-1 3-1
T 3696384.49

SCM de SC, = —%- = ~— = 30803204 = S;
n—p 153

Estadistico de prueba o estadigrafo F:

Sz 13595397

= e S e el [ O
Sz 308032,04
SC. n—p 27190794 15-3
p-1 SC_ 3-1 369638449
Tabla 1.7. Resultado del Andlisis de Varianza (ANOVA) por la via matricial.
% c
0
S Suma de Cuadrado Grggos Suma de Cuadrados Medios
.
L“L:’ § S libertad SeM F
5
6 2
D T y-T 3 SC
O~ — = - ]
S SCe=F X' X-nT | €D | sCM de SC, = £ = 52
o= 3-1=2 p-l
k)
8 27190794 13595397
o ©
2 3
S
8 e
T Tl
g | SCr=Y" Y- XY | (#-p) | SCM de SC; =% =Sz
= - n—
g = 15-3=12 =
2 3696384,49 308032,04
3
o 55 (n-1)
g 5C, Y'Y - nY i
= - =
= 15-1=14
30887178,49
Fuente: elaborada por los autores.
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3.2- Determinar el valor critico o tedrico:

Como:
F>F_,(p—1, n—p) osea4d4,134 > 3,98, serechaza H.

- La Prob (F-statistic) < & , 0 sea 0,000003 < 0,05, se rechaza H,.

A partir del analisis de varianza en la regresion y con la aplicacion de la
prueba F de Fisher, tomando los resultados expresados anteriormente y en
el informe del programa EViews de la tabla 1.8, se puede comprobar que
el valor del estadistico de prueba F igual a 44,13 es superior al valor critico
F de 3,89, y se ubica dentro de la regién critica; por lo que se rechaza la
hipoétesis nula ,32= ,83 = 0, para un nivel de significacion de 0,05. Otra forma
de corroborar lo analizado viene dado porque la probabilidad de F-statistic
o valor p presenta un valor extremadamente bajo de 0,000003 menor que el
nivel de significacion de 0,05.

Portanto, se llega ala conclusion que, basado en los resultados de lamuestray

conunniveldesignificacionde 0,05, sepuede afirmarquelafuncidonderegresion

~

cuadratica estimada, E(Y“.le = }A’! =911,314+1129,033X, - 7’6,846)(!2
es de buen ajuste y puede ser utilizada para predecir el valor medio estimado

de la capacidad industrial, a partir de valores dados del tiempo.
Calculo del coeficiente de determinacion mdltiple R:

. ;(yii.j}i) SC

2

s D

R2 = 12 = a=t =1— e o =
SC, & N n - SC,
> -5y > ->)
i=1 i=1
R? _ 27190794 "o 3696384 .49 ~ 0.8803
30887178 .49 30887178 .49
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A partir del resultado de la relacién anterior y del informe de la tabla 1.8, el
coeficiente de determinacion multiple R? es de 0,8803.

Lafuncién deregresion E(Yt:"Xa) = };r =911,314+1129,033X, — 76,846X

es una funcion de regresion polinomial con una sola variable explicativa, pero
elevada a distintas potencias, por lo que se considera como un modelo de
regresion multiple. No obstante, la variable dependiente capacidad industrial
del centro de recepcion Y, depende de una sola variable explicativa tiempo, X.

Entonces, el coeficiente de determinacion significa que el 88,03 % de la
variacion de la capacidad industrial del centro de recepciéon es explicado
por el tiempo, o sea, el 88,03 % de la variacion total queda explicado por
la ecuacion de regresion y se considera que el ajuste es bueno. Existe una
cuantfa o porcentaje considerablemente alto del poder explicativo.

Por el resultado obtenido, se considera que el tiempo es una buena variable
predictora para determinar la capacidad de explotaciéon industrial de los
centros de recepcion, y que la funcion de regresion cuadratica estimada de
la muestra se ajusta convenientemente a los dados.

Calculo del coeficiente de determinacion ajustado R :

=g 5eE
R o se //n i
n_
y, y)/ n-1 i
=1
R2_y_ 3696384/12 | 308032.04 ..o oo
30887178 ,49/14 2206227 ,035

Expresa que después de tener en cuenta los grados de libertad, el tiempo
X, explica en un 86,03% la variacion de la capacidad industrial del centro de
recepcion Y.
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Tabla 1.8. Resultados de ,31, ﬂAz, ,[73 , estadigrafo F, R 2 y ﬁz (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 1 15
Included observations: 15
Variable Coefficient  Std. Error t-Statistic Prob.
o} /?1 =911.3146  494.3730 1.843374 0.0901
X /?2 =1129.033  142.1832 7.940693 0.0000
XA2 5’3 --76.84665 8641266  -8.892985 0.0000
Mean dependent var 3590.923
S.D. dependent var 1485.336
R-squared 0.880321  Akaike info criterion 15.65273
Adjusted R-squared 0.860375 Schwarz criterion 15.79434
S.E. of regression 555.0178 o o . . g2
Sum squared resid 3606537, F-statistic F= “E =44.13416
Log likelihood -114.3955 Sh
Durbin-Watson stat 1.468850
Prob(F-statistic) Valor p = 0.00000

A~

E(thXt)

=7, = 911314 + 1129,033X, — 76,846 X >

Enlatabla 1.9y en la figura 1.4, se representa la estimacion de la utilizacion
de la capacidad industrial del centro de recepciéon correspondiente al periodo

objeto de estudio.

Tabla 1.9. Valores de la capacidad industrial real y estimada (EViews).

Capacidad Capacidad Capacidad Capacidad
Semana industrial real | industrial estimada Semana industrial real | industrial estimada

1 2729,43 1963,50 9 4764,75 4848,03

2 2804,27 2861,99 10 5172,02 4516,98

3 3458,96 3606,79 11 4352,56 4032,23

4 3069,45 4197,90 12 3646,38 3393,79

5 4205,78 4635,31 13 2401,87 2601,66

6 5207,66 4919,03 14 789,36 1655,83

7 5221,93 5049,06 15 873,93 556,31

8 5165,48 5025,39 - - -
Fuente: elaborada por los autores.
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Figura 1.4. Comportamiento de la capacidad industrial real y estimada (EViews).

Para verificar la confiabilidad de la funcién de regresion ajustada y comprobar
la validez de las proyecciones realizadas, se aplican las pruebas de hipotesis
relacionadas con los supuestos basicos del modelo.

Verificacion del supuesto de no autocorrelacion. Prueba de Durbin-
Watson

Para comprobar la existencia de autocorrelacion en los residuos, se sigue el
siguiente procedimiento:

- Estimar el modelo por el Método de los Minimos Cuadrados Ordinarios
bajo el supuesto de no autocorrelacion.

- Determinar el estadistico de prueba d de Durbin-Watson a partir de los
residuos del modelo e..

- Contrastar las hipdtesis.

La estimacion de la funcién de regresion cuadratica se realizd6 de forma
manual y mediante el programa estadistico EViews, bajo el supuesto de no

autocorrelacion, se obtuvo: £y, =¥, =911,314+1129,033X, — 76,846 X .

Determinacion del estadistico de prueba d de Durbin-Watson a partir de los
residuos del modelo, mediante su expresion:
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n

Z(ei - ei—l)2 '

=2

Seguidamente, se muestran los residuos obtenidos mediante el programa
estadistico EViews.

Tabla 1.10. Error de estimacion o residuos y su ploteo (EViews).

Y, Y, Y -Y)=¢
Residual Plot

Actual Fitted Residual

272943 1963,50 765,929 [].%]
2804,27 2861,99 57,724 |4
3458,96 3606,79 -147,834 5]
3069,45 4197,90 -1128,450 1.1
4205,78 4635,31 -429,534 |
5207,66 4919,03 288,626 1%
522193 5049,06 172,870 [ ]
5165,48 5025,39 140,086 [
4764,75 4848,03 -83,283 |7
5172,02 4516,98 655,040 []]
4352,56 4032,23 320,326 [ ]
3646,38 3393,79 252,586 [ ]
2401,87 2601,66 199,791 ]|
789,36 1655,83 -866,469 ]
873,93 556,31 317,622 17

Fuente: elaborada por los autores.

Tabulando la informacion necesaria para determinar el estadistico de prueba

d de Durbin-Watson.
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Tabla 1.11. Informacion necesaria para calcular el estadistico de Durbin-Watson.

A 2 2 2
Y, Y, |, -Y)=e |€—-€_ | (e-¢€._) €;
272943 | 196350 765,93 - -| 58664876
2804,27 | 2861,99 57,72 -823,65 678399,32 3331,59
345896 | 3606,79 147,83 290,11 811981 | 2185370
306945 | 4197,90 -1128,45 -980,62 961615,58 | 1273399,40
420578 | 463531 429,53 698,92 488489,16 | 184496,02
5207,66 | 4919,03 288,63 718,16 515753,78 |  83307,27
522193 | 5049,06 172,87 115,76 1340037 | 2988403
516548 | 5025,39 140,09 32,78 107452 | 1962520
4764,75 | 4848,03 -83,28 00337 49894,15 6935,55
5172,02 | 4516,98 655,04 738,32 545116,42 |  429077,40
435256 | 4032,23 320,33 334,71 112030,78 | 10261130
3646,38 | 3393,79 252,59 67,74 458870 |  63801,70
240187 | 2601,66 199,79 452,38 20464766 | 3991604
789,366 | 165583 -866,46 666,67 44445422 | 750759,86
873937 | 556,314 317,62 1184,08 1402062,02 | 10088437
5420646,55 | 3696532,27
Total < 2 &
22:(61' —€;) Zeiz
i= i=

Fuente: elaborada por los autores.

Donde:
n 7
Z(ei — ei—l)z = 5429646,5 Z CRGE L ol
i=2 =5
Entonces:
Z": 5
e; —€;1)
. =2 _ 3429646 55 _ | yeoo

3696532 ,27

n
e’
=1

Determinacion del estadistico de prueba d de Durbin-Watson, a partir del
reporte de salida del programa estadistico EViews.
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Tabla 1.12. Estadistico de prueba Durbin-Watson (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 1 15
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 911.3146 494.3730 1.843374 0.0901
X 1129.033 142.1832 7.940693 0.0000
XN2 -76.84665 8.641266 -8.892985 0.0000
R-squared 0.880321 Mean dependent var 3590.923
Adjusted R-squared 0.860375 S.D. dependent var 1485.336
S.E. of regression 555.0178  Akaike info criterion 15.65273
Sum squared resid 3696537.  Schwarz criterion 15.79434
Log likelihood -114.3955  F-statistic 4413416
Durbin-Watson stat d =1.468850 Prob(F-statistic) 0.000003

De ambas formas, se obtiene el valor del estadistico de prueba de Durbin-
Watson d = 1,468.

Formulacion de la hipdtesis nula y alternativa, consideradas:
H,:py ;=0 < Cov(v,u -1)=0 No hay autocorrelacion.

H :pypy,#0 < Cov(v.u -1)#0 Hay autocorrelacion.

Determinando los valores tabulados que se encuentran representados por los
valores criticos d, valor méximo y d, valor minimo, tabulados en dependencia
del numero de observaciones n = 15y del nimero de variables explicatorias
k’= 2,y en funcion del nivel de significacién, como la prueba de hipotesis es
bilateral o de dos colas, es decir, es una alternativa bilateral, entonces para
un a = 0,05 se tendria que buscar en & /2 = 0,025 0 2,5%, obteniéndose
en la tabla estadistica como resultado, los valores criticos maximo y minimo
siguientes: d = 1,40y d, = 0,83.

Regla de decision:
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0 d, d 2 | 4d 4,
u u
0,83 1,40 Valorde 2,60 3,17
d=1,468

Mediante la Prueba de Durbin-Watson se determind que el valor del
estadistico de prueba d es 1,468, cumple la condicion d < d < 4 —d,
0 sea, 1,40 < 1,468 < 2,64. Por tanto, no se rechaza la hipdtesis nula,
H,:py =0 < Covlv.rv-1)=0,por loquese puede afirmar que

no existe autocorrelacion serial de primer orden en los residuos.

No hay necesidad de aplicar la prueba Breusch-Godfrey para determinar la
no existencia de autocorrelacion de orden superior.

Verificacion del supuesto de homoscedasticidad. Pruebas de Goldfeld-
Quandt y de White

Prueba de Goldfeld-Quandt

Para realizar la prueba, se tiene en cuenta el procedimiento descripto en el
epigrafe 1.6.2.

1- Formulacion de las hipoétesis nula y alternativa:

Se utiliza una prueba para determinar si las varianzas de los dos grupos
de muestras son iguales, es decir:

. 2 _ 2
H0'0-7_0-2
. 2 2
H:02%0,

2- Region critica para el estadistico de pruebaAd =F, dado el nivel de
significacion a , es
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Wz{FeiR con F>0: F>Fl—a[ (n—c-2p)/2; (n—c—2p)/2 ]}
0

Wz{/ieiR con 1>20: /1>F1_a[ (n—c-2p)/2; (n—c-2p)/2 ]}

(n-c- 2pi
2
Donde el estadistico de prueba es A=F=

3- Regla de decision:
-Rechazar H, si F' >Fl—a[ (n—c—-2p)/2; (n—c—-2p)/2 ]
- No rechazar H,, si FSFl_a[ (n—c—-2p)/2; (n—c—-2p)/2 ]
3.1- Célculo del estadistico de pruebad = F

SCro

Para calcular el estadistico de prueba A = F', se determina primeramente la
suma de cuadrados de los residuos: SCp,, y SC,,

En la tabla 1.13, se ordena la informacién de los datos de mayor a menor,
tomando como referencia la variable explicativa X, y se dividen las
observaciones en dos muestras: una que recoge los menores valores y otra

que recoge los mayores valores de la muestra, sin considerar los valores
centrales.
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Tabla 1.13. Submuestras de los valores mayores y menores prueba de Goldfeld-
Quandt.

873,937 15
Submuestra 789,366 14 Se le determina la suma de cuadrados de
de las  primeras 2401,87 13 los residuos a las primeras observaciones
observaciones 364638 12 correspondiente a los valores mayores de X.
correspondiente a los 4352’56 11 SC
valores mayores de X' 517202 10 R2

4764,75 9
Valores centrales C 5165,48 8

5221,93 7

5207,66 6
Submuestra 420578 5 Se le determina la suma de cuadrados de
de las segundas 3069,45 4 los residuos a las segundas observaciones
observaciones 3458.96 3 correspondiente a los valores menores de X.
correspondiente a los 280 4’27 5 sC
valores menores de X' 272943 ] R1

Fuente: elaborada por los autores.

Estimacion de la submuestra de las primeras observaciones, correspondiente
a los valores mayores de X'y determinacion de la suma de cuadrados de los
residuos SC,.

Tabla 1.14. Regresion para las primeras observaciones correspondiente a los
valores mayores de X (EViews).

Dependent Variable: Y1
Method: Least Squares
Sample(adjusted): 16
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 17260.22 11881.82 1.452658 0.2423
X1 -1354.477 1926.694 -0.703006 0.5327
X112 15.97963 76.93655 0.207699 0.8488
R-squared 0.960141  Mean dependent var 2872.689
Adjusted R-squared 0.933568 S.D. dependent var 1823.867
S.E. of regression 470.0901  Akaike info criterion 15.45058
Sum squared resid SC,,=662954.1 Schwarz criterion 15.34646
Log likelihood -43.35174  F-statistic 36.13259
Durbin-Watson stat 2458210  Prob(F-statistic) 0.007958

Funcion de regresion estimada Ycl =17260,22 - 1354,47X, +1597X},

donde la suma de cuadrados de los residuos SC,,, es 662954,1.

Estimacion de la submuestra de las segundas observaciones, correspondiente
a los valores menores de X y determinacion la suma de cuadrados de los
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residuos SC,..

Tabla 1.15. Regresion para las segundas observaciones correspondiente a los
valores menores de X (EViews).

Dependent Variable: Y2
Method: Least Squares
Sample(adjusted): 10 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 3052.268 634.0000 4.814303 0.0171
X2 -357.1866 414.7802 -0.861147 0.4525
Xon2 117.1743 58.00506 2.020070 0.1366
R-squared 0.918811  Mean dependent var 3579.258
Adjusted R-squared 0.864684 S.D. dependent var 963.4742
S.E. of regression 354.4168  Akaike info criterion 14.88568
Sum squared resid SC,, =376833.8 Schwarz criterion 14.78156
Log likelihood -41.65703  F-statistic 16.97530
Durbin-Watson stat 2.951932  Prob(F-statistic) 0.023134

Funcion de regresion estimada 1}2 =3052,26 - 357,18X, + 117,17)(22 , donde
la suma de cuadrados de los residuos SC,,, es 376833,8.

Calcular el cociente de la suma de cuadrados de los residuos de ambas
regresiones.

Para detectar la heterocedasticidad, a partir de la prueba de Goldfeld-
Quandt, se determina el valor estimadoA = F', obtenido como el cociente
de la suma de cuadrados de los residuos de las primeras observaciones,
correspondiente a los valores mayores de X, con respecto a la suma de
cuadrados de los residuos de las segundas observaciones, correspondiente
a los valores menores de X, es decir:

A=F =662954/376833,8 = 1,75

3.2- Determinar el valor critico o teérico de A = F :
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Fia[(n-c=-2p)/2; (n—c-2p)/2=Fy o[ 05-3-6)/2, (15-3-6)/2) |=

Fy45(33)=9,28

Como: FSFl_a[ (n=c-2p)/2; (n—c—2p)/2 ] o sea 1,20 < 6,39,
no se rechaza H,.

Como el valor obtenido A = F = 662954/376833,8 =1,75 no excede el valor
critico o tedrico de F 4(3;3) igual a 9,28, entonces no se rechaza la hipotesis
nula que se somete a prueba, infiriéndose que existe homocedasticidad en
las varianzas del error, pues las varianzas se mantienen constantes para
todas las observaciones y no dependen de la observacion correspondiente.
Se esta en presencia de un modelo con residuos homocedasticos, siendo los

estimadores obtenidos insesgados y eficientes.

Pruebas de White

Una via general para detectar la heterocedasticidad lo constituye la
prueba de White. Para aplicar la prueba inicialmente, a partir de la serie de
datos correspondientes a la capacidad industrial del centro de recepcion
durante quince afios, se estima la funcion de regresion representada por
E(Yt/Xt) = )% = ﬂAl + ,BZX, + ﬂ}Xf , cuyo resultado mostrado anteriormente
es el siguiente:

Tabla 1.16. Resultado estadistico del modelo de regresion lineal (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 1 15
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 911.3146 494.3730 1.843374 0.0901
X 1129.033 142.1832 7.940693 0.0000
XN2 -76.84665 8.641266 -8.892985 0.0000
R-squared 0.880321 Mean dependent var 3590.923
Adjusted R-squared 0.860375 S.D. dependent var 1485.336
S.E. of regression 555.0178  Akaike info criterion 15.65273
Sum squared resid 3696537.  Schwarz criterion 15.79434
Log likelihood -114.3955  F-statistic 4413416
Durbin-Watson stat 1.468850 Prob(F-statistic) 0.000003
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Como: F>F_,(p-1, n—p) ylaProb (F-statistic) o valor p menor que el nivel
de significacion, entonces se rechaza la hipétesis nula.

Como resultado de aplicar la prueba F' de Fisher, la funcion de regresion
lineal multiple £y, v =¥, =911,314+1129,033X, - 76,846X,’ es de buen

ajuste y significativa para un nivel de significacion de 0,05.

A partir de los resultados anteriores, se realiza la prueba general de
heterocedasticidad de White, obteniéndose el siguiente resultado:

Tabla 1.17. Prueba de la heterocedasticidad de White (EViews).

White Heteroskedasticity Test:
F-statistic F =0.291986 Probability 0.830370
Obs*R-squared nR’ =1.106384 Probability Valor p=0.775533
Test Equation:
Dependent Variable: RESIDA2
Method: Least Squares
Sample: 115
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 473141.4 487101.8 0.971340 0.3523
X -40705.59 219812.0 -0.185184 0.8565
XNn2 -562.1388 23055.84 -0.024382 0.9810
(Xn2)n2 12.23215 51.50159 0.237510 0.8166
R-squared R’ =0.073759 Mean dependent var 246435.8
Adjusted R-squared -0.178852  S.D. dependent var 365637.3
S.E. of regression 396990.5 Akaike info criterion 28.84439
Sum squared resid 1.73E+12  Schwarz criterion 29.03320
Log likelihood -212.3329  F-statistic 0.291986
Durbin-Watson stat 2506367  Prob(F-statistic) 0.830370

La ecuacion de los errores esta dada por la regresion auxiliar asociada a la
prueba, siendo: el-2 —a +a X +a X*+a X* +V -
1 272 7373 4774
1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:
H,; a ,= a,= a =0 Existehomocedasticidad (nohay heterocedasticidad).
H,: Alguna a = O Existe heterocedasticidad.

2- Region critica para el estadistico de prueba n.R’, dado el nivel de
significacion «a , es
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n.R? ~ Zf_a (gh = ;{f_a(k)

W:{ n*R*>eR con n"R*>>0: n'R2>;(12_a (k)}

k es el nUmero de parédmetros de los errores al cuadrado menos una
constante.

3- Regla de decision:
- Rechazar H, si n* R* > }(12_0, (k).
-No rechazar H, si n* R? < le—a k).
3.1- Célculo del estadistico de prueba n.R’.
n.R>=15.0,073759 = 1,10638

Informacion del reporte de salida del EViews: Obs*R-squared = 1,10638.

2 2
3.2- Determinando el valor critico o tedrico Zl—a (gh = Zl—a (k)

Existen cuatro parametros y una constante, por tanto:p-1 =4 -1 =3.

Grados de libertad igual a 3.

Entonces: Z(zl—a)g] B Z(Zlfa')k = 75(20,95) 3=781.

Como:

-n.R’< Z(zl—a)gl | Z(Zl—a)k, o sea, 1,10638 < 7,81, no se rechaza H .

- Elvalor pden.R’>> o, 0 sea, 0,775 > 0,05, no se rechaza H.

Corroborando el resultado anterior, mediante la aplicacion de la prueba F de
Fisher.

1- Formulacién de las hipotesis nula y alternativa:
H.: @ ,= a ,= a ,=0 Existe homocedasticidad (no hay heterocedasticidad).

H.: Alguna a # 0 Existe heterocedasticidad.

2- Region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion « , es

W:{FESR con F>20: F>F_, (p-1, n-p) }
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3- Regla de decision:
- RechazarH,,si F'>F,_, (p—1, n—p).
- Norechazar H,si F<F|_ (p—1, n—p).

3.1- Tomar como valor del estadistico de prueba el que proporciona la
prueba de White, F' = 0,2919.

3.2- Determinar el valor critico o tedrico de F:
Fl_a (=L n-p) = F1_0505 4-1, 15-4)= F0,95(3, 11)=359.

Como: F' < F_,(p—1, n—p),osea, 0,2919 < 3,59, no se rechaza la
hipdtesis nula.

La aplicacion de la prueba F de Fisher complementa los resultados
obtenidos con el estadistico de prueba n.R°. Al no rechazar la hipotesis
nula, no existe heterocedasticidad, por tanto, se cumple con el supuesto de
homocedasticidad.

Verificacion del supuesto de normalidad. Prueba Jarque-Bera

Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad de la variable
dependiente (regresada o respuesta) en el andlisis de regresion.

1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:
Hy: Yi ~N.
H,: ¥i no sigue una distribucion normal.

2-Regiodn critica para el estadistico de pruebaJB, dado el nivel de significacion
a,es

W= {JBein con JB>0: JB >yl (z)}--

3- Regla de decision:
2
-Rechazar H,, si JB >y, (D).

2
-No rechazar H, si JB > 1, (2).

3.1- Célculo del estadistico de prueba JB:
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Determinar primero el coeficiente de asimetria y el valor de la curtosis,
pues después el estadistico de prueba JB depende de ambos.

En las expresiones de la asimetria y la curtosis, 6 =S representa el
estimador sesgado de la desviacion estandar poblacional, y se calcula

por:
S = 1]—3088711528’23 =1434 971

Tabular la informacién correspondiente para la determinacion de la asimetria
y la curtosis.

—\3 —\4
Tabla 1.18. Calculo de | 217 y Jim) para determinar la asimetria y la
o o
curtosis.
( _) —\3 —\4
o VWY Yi—V Yi—Y
Yi (=) (yi - y) —— || 7= —
o o (o2

2729,43 -861,493 742170,18 -0,6003 -0,216384 0,12990757
2804,27 -786,653 618822,94 -0,5482 -0,164748 0,09031507
3458,96 -131,963 1741423 -0,0919 -0,000777 0,00007152
3069,45 -521,473 271934,08 -0,3634 -0,047991 0,01744033
4205,78 614,857 378049,13 0,4284 0,078667 0,03370729
5207,66 1616,737 | 2613838,52 1,1266 1,430173 1,61133174
5221,93 1631,007 | 2660183,83 1,1366 1,468378 1,66897854
5165,48 1574,557 |  2479229,74 1,0972 1,321130 1,44964279
4764,75 1173,827 1377869,82 0,8180 0,547372 0,44775849
5172,02 1581,097 | 2499867,72 1,1018 1,337661 1,47387792
4352,56 761,637 580090,91 0,5307 0,149525 0,07936327
3646,38 55,457 3075,47 0,0386 0,000057 0,00000223
2401,87 -1189,053 1413847,03 -0,8286 -0,568950 0,47144638
789,36 -2801,557 | 7848721,62 -1,9523 -7,441645 14,5286514
873,93 -2716,986 | 7382012,92 -1,8934 -6,787858 12,8521876
53863,843 I 30887128,23 i -8,895381 34,85468231

Fuente: elaborada por los autores.

A continuacion, se exhibe el comportamiento de la variable dependiente
capacidad industrial del centro de recepcién durante 15 afios.
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Figura 1.5. Grafico de linea que representael
comportamiento de la variable dependiente
(EViews).

Figura 1.6. Grafico de barra que representa
el comportamiento de la variable
dependiente (EViews).

—\3
& yi—y
A== i 2
n; o
1 & (y—y
K =— Ji 7
n; ol

Célculo del estadistico de prueba JB:

1
A= E(f 8,895389751) = —0,593026

1
K= E(34,85468231) = 2.323645

Sustituyendo los valores de la asimetria y de la curtosis en la expresion del

estadistico de JB.

=15(0,058613 +0,019061) = 1,165105

42 (K-3)
JB=n | —+—"
6 24
[ (-0.593026)2 (2323645 52
JB =15 +
6 24

Los resultados obtenidos de la asimetria, la curtosis y del estadistico Jarque-
Bera se corroboran con los resultados de la prueba Jarque-Bera para la
variable regresada, obtenidos a través del programa EViews, que se muestra

en la siguiente figura:
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Series: Y
Sample 1 15
4 | e Observations 15
P> Mean 3590.923
3] ::::1 Median 3646.380
”0’4 Maximum 5221.930
:0:0: Minimum 789.3660
A 0% % Std. Dev. 1485.336
PN 155 | | Skewness -0.593026
Sose! Sose! Kurtosis 2.323645
oo 020
:::::: :::::: Jarque-Bera 1.165109
:.:,04 .:‘:‘ P robability 0.558470
1000 2000 3000 4000 5000

Figura 1.7. Resultado de la prueba Jarque-Bera para la variable regresada. Histograma y
estadistica de la prueba de normalidad (EViews).

El histograma representado es el método grafico mas utilizado para verificar
el supuesto de normalidad.

2
3.2- Determinacion del valor del percentil X1— (2) .

Asintéticamente el estadistico Jarque-Bera sigue una distribucion ji-cuadrado,
con dos grados de libertad.

2 2
le_a (2) = 11_0:05 (2) = 20,95 (2) = 5,99

2
Como: JB< x; , (2), 0 sea, 1,165 < 5,99, no se rechaza la hipétesis
nula.

Alternativamente:

- Rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p< o .

- No rechazar H,, si el valor de la probabilidad o valor p>« .

Comoelvalor dela probabilidad o valor p es mayor que el nivel de significacion,
0 sea, 0,558 > 0,05, no se rechaza la hipoétesis nula.

Toma de decision:

Como el estadistico JB igual a 1,165 es menor que el valor critico de
Xi_y (2)igual a 5,99; no existen elementos para rechazar la hipotesis
nu]Ia, lo que implica que la variable regresada capacidad industrial del
centro de recepcion sigue una distribucion normal, para un nivel de
significacion del 0,05.
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- Alternativamente, se comprueba que la probabilidad asociada al
estadistico JB o valor p de 0,558 es superior al nivel de significacion del
0,05. Se arriba a la misma conclusion sobre la existencia de normalidad.

- Como el coeficiente de asimetria igual a -0,593 es menor que cero, la serie
de observaciones es asimétrica negativa, presentando la distribucion
normal deformacion a la izquierda.

- Al ser la curtosis igual a 2,323 es menor que tres; la distribucion es menos
apuntada que la normal, es mas achatada, y se denomina platicurtica.
Existe una baja concentracion de los valores de la distribucion en la region
central.

Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad de
los residuos en el analisis de regresion.

1- Formulacién de las hipotesis nula y alternativa:
H,: Ui ~N.
H,: Ui no sigue una distribucion normal.

2- Region critica para el estadistico de pruebaJB, dado el nivel de significacion
a,, es

W:{JBein con JB>0: JB >yl (z)} :
3- Regla de decision:
- Rechazar H,, si JB > le,a 2.

. 2
-No rechazar H, si JB < x1_, (2).

3.1- Célculo del estadistico de prueba JB:

Primero se determina el coeficiente de asimetria y el valor de la curtosis, y
se obtiene que 4 = - 0,727684 y K = 3,054611.

Luego se sustituyen los valores de la asimetria y de la curtosis en la
expresion del estadistico de JB.

24
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(-0,727684)2 . (3,054611 — 3)2
24

JB=15

JB =15(0,088254 + 0,000124 ) = 1,325670

Los resultados obtenidos del estadistico Jarque-Bera se corroboran con los
resultados de la prueba Jarque-Bera para los residuos, obtenidos a través
del programa EViews, que se muestra en la siguiente figura:

5

Series: Residuals

Sample 1 15

Observations 15

Mean 1.55E-12
Median 140.0864
Maximum 765.9290
Minimum -1128.450
Std. Dev. 513.8466
Skewness -0.727684
Kurtosis 3.054614
Jarque-Bera 1.325673
Probability 0.515387

-1000 -500 0 500 1000

Figura 1.8. Resultado de la prueba Jarque-Bera para los residuos. Histograma y estadistica
de la prueba de normalidad (EViews).

El histograma de los residuos es un método grafico usado para verificar la
normalidad del error de estimacion. A partir de la gréfica del histograma, se
puede representar la curva de densidad de la distribucién normal.

2
3.2- Determinar el valor del percentil Xj_, (2):

Asintéticamente el estadistico Jarque-Bera sigue una distribucion ji-
cuadrado, con dos grados de libertad.

Ko D= Zios @)= X595 22599

Como: JB < le—a (2), 0 sea, 1,325 < 5,99, no se rechaza la hipotesis
nula.

Alternativamente:

- Rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p< « .

- No rechazar H, si el valor de la probabilidad o valor p>« .

Como el valor de la probabilidad o valor pes mayor que el nivel de significacion,
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0 sea, 0,515 > 0,05, no se rechaza la hipétesis nula.
Toma de decision:

2
- Como el estadistico JB igual a 1,325 es menor al valor critico de X1—¢ (2)

igual a 5,99; no existen elementos para rechazar la hipétesis nula, lo que
implica que los residuos siguen una distribucion normal, para un nivel de
significacion del 0,05.

- Alternativamente, se comprueba que la probabilidad asociada al
estadistico JB de 0,515 es superior al nivel de significacion del 0,05,
arribandose a la misma conclusion sobre la existencia de normalidad.

- Como el coeficiente de asimetria igual a -0,727, es menor que cero, la
serie de observaciones es asimétrica negativa, presentando la distribucion
normal deformacion a la izquierda.

- La curtosis es igual a 3,05, mayor que tres; siendo la distribucion mas
apuntada que la normal, y se denomina leptocurtica. Existe una alta
concentracion de los valores de la distribucion en la region central.

Evaluando el supuesto de la normalidad mediante la Prueba de
Shapiro-Wilk

Para comprobar si las observaciones de la capacidad industrial y el tiempo
en afos, siguen una distribucion normal, existen dos pruebas que también es
posible aplicar: la prueba Kolmogorov-Smirnov, para cuando el tamafo de la
muestra es mayor que 50, y la prueba Shapiro-Wilk, para cuando el tamafio
de la muestra es menor que 50; las mismas se encuentra disponibles en el
paquete de programa estadistico SPSS.

Considerando la formulacion de las hipdtesis nula que la capacidad industrial
sigue una distribucion normal, y como hipoétesis alternativa a constrastar la
capacidad industrial no sigue una distribucion normal, es decir difieren de
la distribucion normal, como el nimero de observaciones es menor que
50, se considera el resultado de la prueba de Shapiro-Wilk, expuesto en la
tabla 1.19, donde el valor p del estadistico Shapiro-Wilk es 0,099, superior al
nivel de significacion de 0,05 o margen de error que se corre al momento de
rechazar la hipoétesis nula, siendo cierta, por tanto no se rechaza la hipoétesis
de normalidad, y se concluye que la variable capacidad industrial se ajusta
a una distribucion normal.

De igual manera, considerando las observaciones de la variable tiempo, se
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toma el resultado de la prueba de Shapiro-Wilk, exhibido en la tabla 1.19, donde
el valor p del estadistico Shapiro-Wilk es 0,755, superior al nivel de significacion
de 0,05 o margen de error que se corre al momento de rechazar la hipotesis
nula, siendo cierta. Por tanto, no se rechaza la hipotesis de normalidad,
concluyendo que la variable el tiempo no difiere de la distribuciéon normal.
Tabla 1.19. Resultado de la prueba de normalidad Kolmogorov-Smirnov y
Shapiro-Wilk (SPSS).

Pruebas de normalidad

Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk

Estadistico al Sig. | Estadistico gl Sig.

Capacidad industrial ,136 15 ,200° ,901 15 ,099
Tiempo ,082 15 ,200° ,964 15 ,755
*. Esto es un limite inferior de la significacion verdadera. a. Correccion de significacion de Lilliefors

Verificacion del supuesto de no multicolinealidad

Para los modelos de regresién polinomiales Y, = g, + B, X, + B, X7 +U, o
Y, =B, + B, X, + B, X] + B,X; +U,, las diferentes X no estan altamente
correlacionadas ya que todas son potencias de X, pero términos como X2,
X3, etc. son todas funciones no lineales de X'y por consiguiente, de manera

estricta, no violan el supuesto de no multicolinealidad (Gujarati, 2003).

La existencia de no autocorrelacion, de perturbaciones homoscedasticas, de
una distribucion normal y la no violacion del supuesto de no multicolinealidad,
en el caso mostrado, corrobora la validez de la prueba estadistica F' de Fisher,
asi como la validez y eficiencia del valor estimado de la capacidad industrial
maxima del centro de recepcion y de cualquier proyeccion que se realice con
la funcion de regresion estimada.

1.6.6. Analisis de las propiedades de la funcion de regresion
estimada

Andlisis de las propiedades de monotonia, existencia de extremos locales,
concavidad y existencia de punto de inflexion de la funcion de regresion
multiple estimadas, E(YZ/XI) =Y =911314+1129,033X, — 76,846)(,2 -

Anélisis de la monotonia

1- Se calcula la primera derivada de la funcion.
Ey, x5, =Y, =911314+1129,033X, — 76,846 X

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 114



dr _ ¥/ =1129,033-153,692.X,

2- Se determinan los ceros de la primera derivada:
Igualando el resultado de la primera derivada a cero y hallar el punto critico

dar _ )?t' -0

dX
1129.035—153.692X =0
X, =735

3- Se determinan los puntos que indefinen la primera derivada:

No hay puntos que indefinen la primera derivada, porque
% :}?,' =1129,033-153,692X,, esta definida en los numeros reales
positivos; luego, el Unico punto critico es 7,35.

4- Se determina el signo de la primera derivada en los intervalos definidos por
el punto critico:

- Para los valores de X < 7,35, en el dominio de la funcion dado por el

conjunto numérico de los numeros reales positivos, la primera derivada
ZY = )9[’ =1129,033-153,692.X, toma valores mayores que cero.
X

- Para los valores de X > 7,35, en el dominio de la funcion dado por el

conjunto numérico de los numeros reales positivos, la primera derivada
ﬂ = };r’ =1129,033-153,692.X, toma valores menores que cero.

5- Se interpreta el signo de la derivada y se concluye sobre la existencia de la

monotonia:

A

- Como la primera derivada es mayor que cero,

=¥, >0, paralosvalores
de X < 7,35 en el dominio de la funcidn, la funcion de regresion estimada
Eyx, =Y =911314+1129,033X, - 76846X, es creciente.
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dy
- Como la primera derivada es menor que cero, —— = Yt' <0 , paralos
valores de X > 7,35 en el dominio de la funcion, la funcion de regresion
estimada £y, y, =Y, =911,314 +1129,033X, - 76,846.X es decreciente.

Analisis de la existencia de extremo

dY

Como la primera derivada, X = Y/ ,cambia de signo de positivo a negativo

enelpuntocritico X=7,35, y £y, y =Y, =911,314+1129,033X, - 76,846X

es continua en X = 7,35, por tanto la funciéon de regresion estimada
Ey, x, =Y, =911314+1129,033X, - 76,846X, tiene un maximo local,
absoluto u 6ptimo en X = 7,35.

El valor méaximo local, absoluto u éptimo de la funciéon de regresion estimada es

5058,29, v se calcula como:
)’i =911314+1129,033.X — 76,846X2

Y =911,314 +1129,033(7,35) — 76,846(7,35)°

A

Y, =5058,29

El punto méaximo local y absoluto del grafico de la funcion es (7,35; 5028,29).

Analisis de la concavidad

1- Se calcula la segunda derivada de la funcién o la derivada de la primera

derivada:
Ey, xy =Y, =911,314+1129,033X, - 76,846 X}
d / Zr
T Y, =1129,033-153,692.X,
a’y
~=Y"=-153,692
dX
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2- Se interpreta el signo de la segunda derivada y se concluye sobre la
existencia de la concavidad:

~

2
. Y
Como la segunda derivada es menor que cero, =Y"<0, para

e
los valores de X > 0 en el dominio de la funcién, dado por el conjunto
numérico de los numeros reales positivos el grafico de la funcion,
Ey, x, =Y, =911314+1129,033X, - 76846X, es concava hacia
abajo en todo su dominio.

Punto de inflexion

El grafico de la funcién no tiene punto de inflexion para ningun valor de X en

su dominio, porque la segunda derivada no cambia de signo para ningun

valor de X en su dominio, es decir no existe punto en el grafico de la funcion
donde cambie de direccion la concavidad.

A partir de los resultados obtenidos del andlisis de la monotonia, existencia de
extremos locales, concavidad y existencia de puntos de inflexion de la funcién
de regresion estimada E,y, v, =Y, =911314+1129,033X, - 76,846X,, se
puede realizar el trazado del esbozo grafico de la funcion. No obstante, el
lector puede consultar la representacion gréfica de la funcion en la figura 1.4
obtenido del Eviews.

1.7. Modelizacion econdmico-matematica de la funcion de costo.
Aplicaciones

1.7.1. Determinacion y validacion de la funcion de costo

En el transporte de la cafia, la produccion del trabajo se mide en toneladas
y toneladas-kilémetro; donde la magnitud de los gastos referidos a la
produccion del trabajo, representa el costo de transportacion; por tanto, de
forma general, el costo de transportacion se considera como la cantidad de
gastos que se emplean en transportar una tonelada de cafia a la distancia
de un kilémetro.

Paracalcularel costode losmedios de transporte enlaagroindustriaazucarera,
en funcién de los modelos econémico-matematicos de programacion lineal,
se tienen en cuenta las caracteristicas que se exponen.
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El proceso de transportacion de carga esta formado por los elementos
fundamentales que determinan los gastos de explotacion, para la
transportacion y traslado de la carga y descarga. En el caso particular de
la transportacion de la cafia, se consideran los costos relacionados con
su traslado desde los campos a los centros de recepcion industrial, donde
influyen los costos variables vy fijos.

Los costos variables son todos aquellos gastos relacionados con el traslado
de la cafia, durante el movimiento del medio de transporte; se determinan
sobre la base de los kildbmetros recorridos. Los costos fijos son los gastos
relacionados con el tiempo de existencia del medio de transporte v,
generalmente, no dependen de los kilémetros recorridos.

Para el céalculo de los costos totales de transportacion se han empleado
numerosas expresiones matematicas, que van desde las representaciones
clasicas, hasta las mas variadas funciones de costo en funcién de parametros
técnico-econdmicos, tales como: aprovechamiento de las capacidades de
cargay del recorrido, tiempo de trabajo, velocidad técnica, nimero de viajes,
entre otros.

Todas las expresiones tienen como punto de partida los supuestos basicos
de las funciones cléasicas, y se pueden plantear como sigue:

Costos totales

Costo por tonelada ($/t) =
Carga transpotada

Costos totales

Costo por tonelada kilémetro ($/t-km) = .
Trafico realizado

Los costos totales (en unidades monetarias), la carga transportada (en
toneladas) y el trafico realizado (en t.km), tienen que estar calculados para el
mismo periodo de tiempo.

En los modelos clasicos de optimizacion de transporte, en general, y en
los modelos econdémico-matematicos destinados a la transportacion de la
cafla de azuUcar, desarrollados en el presente capitulo, se emplean como
criterio de optimizacion para la toma de decisiones econdmicas el costo de
transportacion, es decir, los costos de transportacion por tonelada de cafia
de azucar a transportar desde los campos hasta los centros de recepcion
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industrial por el tipo de transporte considerado, constituyen los coeficientes
econdmicos de las funciones objetivos de los modelos econémico-
matematicos planteados.

Como limitante para la implementacion préactica de los modelos, se presenta
que los costos de los medios de transportacion no se pueden obtener
directamente en la generalidad de los casos, no se pueden obtener con grado
de detalle por tipo de transporte, o existen de una forma global o general,
lo que distorsiona el resultado esperado. Dada esta problematica, donde la
informacion no siempre se encuentra completa, ni en la forma requerida, se
presenta una metddica para determinar la funcién del costo, a partir de la
cual se calcula el costo de transportacion por tonelada-kilometro para los
medios de transporte.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de los costos y de los demas
indicadores de los medios de transporte, para la determinacion del costo de
transportacion de manera general se puede plantear que la funcion racional
entera o polindmica de grado uno de tipo lineal, representa adecuadamente
la relacion funcional del costo, y se representa como f(x) = m x + n, donde
m y n son constantes. Siendo m la pendiente de la funcidon y expresa la tasa
de variacion de y con respecto a x, si m es mayor que cero, la funcion es
creciente, y aumenta en m unidades por cada unidad que aumente x.

Para calcular los costos en que se incurre en el traslado de la cafia por los
medios de transporte, de forma analoga a lo expresado anteriormente, se

considera la siguiente funcion lineal del costo:
Y=a'+pX
donde:

Y es el costo de una unidad de carga a una distancia determinada
(unidades monetarias).

X es la distancia a que se transporta la unidad de carga (kildmetros).

a' es el coeficiente de gasto fijo por unidad de carga transportada.
P es el coeficiente de gasto variable por unidad de carga-kilémetro.

El costo de una unidad de carga a una distancia dada (Y), y la distancia
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a que se transporta la unidad de carga (X), representan las variables
dependiente e independiente, respectivamente, por lo que el problema a
resolver consiste en determinar los valores constantes de los coeficientes de
gastos fijos (a' )y los coeficientes de gastos variables (f8). A continuacion,
se presenta el procedimiento desarrollado para la determinacion de los
coeficientes y la validacion de los resultados.

Determinacion de los coeficientes de gastos

Para facilitar la determinacion de los coeficientes de los gastos fijos vy
variables, se tabula el procedimiento de célculo en la tabla 1.20; donde,
ademas, se refleja la dimension de cada elemento.

Tabla 1.20. Coeficientes de gastos.

Z Volumen Distancia Gastos Gastos Trafico | Coeficiente | Coeficiente
a de cana media Variables Fijos decarga | de Gasto de Gasto
f transportada de una realizado Variable Fijo
r unidad con
a carga
s (1) (km) ($) (%) (tkm) ($/t.km) ($1)
< I i
k]
% Promedio Promedio
£ B) (a')
a

Fuente: elaborada por los autores.

Para conformar la tabla se procede como sigue:

- Se tomaran al menos cinco zafras azucareras anteriores al periodo
corriente que se planifica.

- El'volumen de cafia transportada expresa la carga realmente transportada
desde los campos caneros a los centros de recepcion industrial en las
zafras del periodo que se toma como referencia.

- La distancia media de una unidad de carga refleja la distancia promedio
a recorrer por cada unidad de carga.
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Se calcula dividiendo el trafico producido por el nimero de unidades de
carga transportadas durante el periodo de referencia. Si este indicador
no se controla directamente o no se puede determinar por desconocer
el trafico producido, se puede calcular la distancia media ponderada de
transportacion de carga.

- Paralos gastos variables, se requiere una definicion inicial de los elementos
de gastos lo mas amplia posible, asegurando que el medio de transporte
en estudio refleje estos gastos con bastante precision, al imputarsele el
mayor numero de conceptos de gastos asociados con la produccion del
equipo.

- El elemento de gasto fijo a tener en cuenta es la amortizacion.

- El trafico de carga realizado expresa la magnitud del trabajo en el
transporte de la cafia de azucar, y combina la carga y la distancia a que
se transporta la cafa. Este indicador se obtiene de multiplicar el volumen
de cafa transportada en cada zafra por la distancia media de una unidad
de carga.

- El coeficiente de gasto variable se determina dividiendo los gastos
variables por el trafico de carga realizado.

- El coeficiente de gasto fijo se determina dividiendo los gastos fijos por el
volumen de cafia transportada.

Determinacion de los coeficientes de gastos promedios:

- El coeficiente de gasto variable promedio, se calcula dividiendo el gasto
total promedio variable, por el trafico de carga total promedio realizado.

- El coeficiente de gasto fijo promedio, se obtiene dividiendo el gasto total
promedio fijo, por el volumen de cafia total promedio transportada.

De esta forma, se determinan los valores constantes de &'y f, de la funcién
lineal del costo Y =a'+ X . Evaluando la funcién lineal del costo para un
valor dado de la distancia existente entre un campo cafiero y un centro de
recepcion industrial, se obtiene el costo de transportacion de una unidad de
carga a la distancia dada.

La funcién lineal del costo,Y =a'+ X, para la situacion objeto de
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estudio, esta definida solo para los numeros reales positivos, o sea, el
Dom f ={x e®R:x >0}, y la funcion toma solamente valores positivos,

es decir, la a Im f={yeR:y>0}, representando la constante f la
tasa de variacion del costo de transportacion con respecto a la distancia
en kildmetros. Si f es mayor que cero, la funciéon es creciente, el costo de
transportacion Y aumenta en S unidades monetarias, por cada kilémetro que
aumente X.

Los procedimientos expuestos para determinar la funcioén lineal del costo, y
calcular por consiguiente, el costo de transportacion por tonelada-kilometro,
se utilizan en la determinacion de los coeficientes econémicos, costo de

. Ip lpq . .
transportacion, Cl-jk y C,~jk de los modelos econdmico-matematicos.

Analisis estadistico matematico

Para determinar el grado de validez y confiabilidad del costo total de
transportacion, calculado a partir de la funcién de costo linealY =a'+ f X
con relacion al costo total de transportacion real, se aplicd el analisis
estadistico matematico que se expone.

A los resultados de los costos totales de transportacion calculados entre los
origenes (campos cafieros) y los destinos (centros recepcion) a la distancia
dada, obtenidos de la aplicacién de la funcién lineal del costoY =a'+ X |
y a los resultados de los costos totales de transportacion reales, se les aplica
la prueba de hipétesis entre medias de dos poblaciones, con distribucion
normales y varianzas desconocidas, pero iguales, para comparar las
medias correspondientes a ambos costos, con el propdsito de verificar la no
existencia de diferencia significativa entre el comportamiento de los valores
promedios de las variables costo total de transportacion real y el determinado
de aplicar la funcién de costo lineal; la utilizacion de la prueba de hipoétesis se
apoya en el paquete de programa estadistico SPSS.

En la validacion de la prueba de hipdtesis entre las medias, se utiliza el
estadistico de prueba t que se distribuye de acuerdo a una distribucion
probabilistica # de Student con n_+ n,-2 grados de libertad, para muestras
menores o iguales que treinta; las muestras proceden de poblaciones con
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distribucion normales y con varianzas poblacionales desconocidas e iguales.

En esta prueba de hipdtesis para comparar medias, se plantea como
hipdtesis nula a someter a prueba H: (£ = 1 , versus la hipdtesis alternativa
acontrastar H,: i # i ,donde, i, es la media poblacional, j = x, y.

Con el planteamiento de la hipoétesis anterior, se pretende comprobar de la
poblacion, si entre los valores promedios del costo calculado y el real, existe
0 no diferencias significativas; en tal sentido, se obtiene de dicha poblacién
una muestra que permite verificar la hipoétesis planteada y probar que no
existe diferencia significativa para ambos costos.

Para la prueba de significacion, se utiliza el estadistico de prueba o
estadigrafo .

2 2
(1, =DS +(n, =S}

i)

I =———F——— donde Sy =
0 n +n -2
x )y
También se puede usar la expresion:
t= Y
) )
(ny -Dg, +(ny Sy L_FL
Ny +n, -2 n, ny

El estadigrafo t calculado, obtenido u observado, sigue una distribucion ¢ de
Student con n, + n,-2 grados de libertad.

donde:
X es la media de la muestra obtenida a partir de los costos reales.

Y es la media de la muestra de los costos determinada a partir de la
funcion lineal del costo.

n,,n, sonlos tamafos de las muestras.
2 2 .
St,>Sy son las varianzas de las muestras.

. 2 2 . . .
Siendo Sy vy S| las varianzas de las dos muestras simples aleatorias
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independientes de las poblaciones normales, con medias U4, y MU,
respectivamente, y varianzas iguales a 0.

Tenemos que:

Nx -, ny o
2 z;(Xi—X) 2 Z;(Yi—Y)z
Si=Bl  yS§i=F
o Nx— 1 Y ny —1I

Regla de decision:

- Si. l‘<—t1_g(nx +n,-2) o t>t1_g(nx +n,=2), el valor
obtenido del e%tadigrafo t cae en la regié% critica, por tanto, se rechaza
la hipdtesis nula, aceptandose que existe diferencia significativa entre los
valores promedios del costo real y del costo determinado por la funcion
lineal del costo, para el nivel de significacién considerado.

- Si, Z‘Z—tlig(nx+ny—2) 0 tStl_%(nx+ny—2), o sea,

_tl—g (y +1y, -2) <t< tl—g (ny +n,y, —2), no se rechaza la

hipétezsis nula, y de cumplirse él requerimiento basico de varianzas
desconocidas e iguales, y de normalidad, se considera que no hay
diferencia significativa entre los valores promedios de ambos costos, para
el nivel de significacion considerado.

Si la prueba de significacion para la situacion analizada tiene validez,
esto confirma que las variables correspondientes al costo real y al costo
determinado a partir de la funcioén lineal del costo se distribuyen segun ¢
de Student, no existiendo diferencia significativa entre los valores promedios
de los costos, para un nivel de significacion fijado. Por tanto, la funcion
matematica que mejor se ajusta al costo de transportacion es la funcion lineal
consideradaY =a'+ S X .

Resumiendo la prueba de hipdtesis.

Formulacion de la hipotesis nula y alternativa:
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HO:ILLX :ﬂy
H1:ﬂx i/"y

El estadistico de prueba o estadigrafo a utilizar es t:

X—y
t= (n_ -S> +(n_ -1S>
X b y y
So =
n +n_ -2
x oy
También se puede usar la expresion:
t= Y
2 2
(e -Us,+y=Dsy (1 1
Ny +n, -2 n, ny
donde:
Nx _ Ny _
2 (Xi=x)? 2 i)
SZ _ =1 y Sz _ 1=l
x Nx —1 ny —1

Region critica para el estadigrafo ¢, dado el nivel de significacion ¢ , es

W:{Z‘EER: l‘<—l‘1a(nx+ny—2) 0 l‘>l‘1a(nx+ny—2)}.
2 T2

donde:
tl oy +n), — 2) es el percentil de orden 1—% de la distribucion t de

Studentcon (1, +n), — 2) grados de libertad.
Regla de decision:

-RechazaHO,sit<—l‘1 oy +1,, =2) 0 l‘>l‘1g(nx+n -2) .

2 2

y

- No rechazar H,, si tZ—Z‘l oy +ny,=2) o fﬁtl_g(nx +ny, =2
2 2
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osea,—l‘l_g(nx+ny—2) <t< t iy +n,-2).

_a v
=

Alternativamente:
- Rechazar H, si el valor p asociado al -statistic < & .
- No rechazar H, si el valor p asociado al #-statistic > « .

Parala prueba de hipoétesis entre media de dos poblaciones con distribuciones
normales y varianzas desconocidas, pero iguales, donde se realiza la prueba
de t de Student para dos muestras independiente, hay que corroborar los
supuestos de normalidad y de igualdad de varianzas.

Prueba de normalidad

La prueba de normalidad se emplea para corroborar si la variable numérica
aleatoria correspondiente al costo real y al costo calculado se distribuye
normalmente. Puede utilizarse, en dependencia del tamafio de la muestra,
la prueba Komogorov-Smirnov, o la prueba Shapiro-Wilk. Dichas pruebas se
realizan mediante la aplicacion del paquete de programas estadistico SPSS.

Prueba para comprobar el supuesto de varianzas poblacionales
iguales

Para comprobar el supuesto de varianzas poblacionales iguales, se verifico
a partir de una prueba de hipdtesis de comparacion de varianzas, prueba
concerniente a las varianzas de dos poblaciones con distribuciones normales,
como se muestra a continuacion, asf como, la prueba de Levene’s para dos
muestras independientes, mediante la aplicacion del paquete de programas
estadisticos SPSS.

Prueba de hipdtesis para la comparacion de varianzas mediante la prueba
relativa a las varianzas de dos poblaciones con distribuciones normales.

Se plantea una prueba de hipoétesis bilateral o de dos colas, alternativa
bilateral, donde se formula como hipdtesis nula, que se somete a prueba,
Hy: 0,7 = 07 versus la hipétesis alternativa a contrastar H: 0,2 # 0 ?.

Para la prueba de significacion es utilizado el estadistico de prueba F de
Fisher, resultado del cociente entre dos varianzas.
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Sk
-5

Regla de decision:

F

-Si, F<Fg(nx -1, ny -1 4 F>Fl_g(nx -1, ny —1), oomo
el valor ogtenido del estadigrafo F cae 2en la region critica, por
consiguiente, se rechaza la hipoétesis nula, aceptandose que existe
diferencia significativa entre las varianzas de ambos costos, para el nivel
de significacion fijado.

- Si, FZF%(nx —1, ny, -1 o FSFI_%(nx -1, ny, =1), o sea

F,(ny -1, ny -)<F< Fl_g(”x -1, ny -1)

2 2 ’
no se rechaza la hipdtesis nula; se puede considerar que las varianzas
poblacionales de ambos costos no se diferencian significativamente,
para el nivel de significacion fijado.

Si al aplicar esta prueba de hipotesis a la situacion analizada, no se rechaza
la hipdtesis nula, es factible considerar que no existe diferencia significativa
entre las varianzas para el nivel de significacion considerado.

Resumiendo la prueba de hipdtesis.
Formulacion de la hipotesis nula y alternativa:
. 2 — 2
Hy0,7= o,
. 2 2
H:o02#0, )

El estadistico de prueba o estadigrafo a utilizar es F de Fisher: F' = —)2(
Y

Region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion « , es

WZ{FESRI F<F,(ny -1, ny—l) 0 F>F1 oMy =1, ny—l)}
2 T2
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1
donde: Fp(ny =1, n, =1) =
g Y F o(ny =1, ny—1)

e

Siendo Fg (ny —1, ny, —1) el percentil de orden & /2 de la distribucion
Fde Fishezr con ny —1 grados de libertad del numerador y ny —1 grados
de libertad del denominador.

Regla de decision:

- Rechazar H,, siF' < F, (ny -1, ny -1 o F>F1 oMy =1, ny -1
2 2

-NorechazarH,, si F' 2 F, (ny —1, ny, —1) oFSF1 o(ny =1, ny —1)
2 2

osea, F,(ny—l, ny—l)SFSFI_Q(nx—l, ny—l).
2 2

Mediante la aplicacion de la prueba de hipétesis de Levene’s para probar
la hipotesis de la igualdad de varianzas, a través del paquete de programas
estadisticos SPSS, se plantea la siguiente regla de decision:

- Rechazar H, si el valor de significancia o valor p <« .
- No rechazar H, si el valor de significancia o valor p >« .

El procedimiento propuesto constituye una contribucion importante ya
que proporciona al transportista y al productor la informaciéon detallada
sobre el célculo del costo de transportacion para la toma de decisiones
econdmicamente fundamentadas. Ademas, dichos costos se utilizan como
coeficientes econdmicos en el planteamiento y soluciéon de los modelos
econdmico-matematicos objeto de estudio. La metddica constituye también
una via para comprobar la veracidad del costo calculado con respecto al
costo real, mediante la utilizaciéon del analisis estadistico matematico.

Ademés del procedimiento analizado para determinar el costo de
transportacion a partir de la funcion lineal del costo, existe la posibilidad de
aplicar otro método mediante la construccion de la ficha de costo por tipo de
transporte.
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1.7.2. Determinacion de la validez del costo total de transportacion
calculado

Para comprobar la igualdad de las medias poblacionales, se seleccionan
dos muestras simples aleatorias de 16 observaciones del costo real y del
costo calculado, correspondientes a dos poblaciones. Se supone que las
varianzas correspondientes a ambas poblaciones son desconocidas, pero
iguales, y que las distribuciones de ambas poblaciones son normales.

La informacién muestral seleccionada se exhibe a continuacion.

Tabla 1.21. Costo real y calculado de la muestra seleccionada.

Costo real Costo calculado Costo real Costo calculado
por tonelada por tonelada por tonelada por tonelada
121,918 110,681 103,901 95,852
117,941 106,868 106,868 96,515
115,312 117,902 115,998 112,025
114,521 115,210 110,828 113,808
109,327 108,791 117,237 116,151
100,915 107,217 119,230 104,767
103,001 96,202 109,208 108,228
104,984 95,747 125,770 112,250

Fuente: elaborada por los autores.

En correspondencia con la planteado anteriormente, para determinar el grado
de validez y confiabilidad del costo total de transportacion calculado a partir
de la funcién lineal del costo Y=a'+ﬁX, con relacion al costo total de
transportacion real, se aplica la prueba de hipoétesis referentes a las medias
de dos poblaciones con distribuciones normales y varianzas desconocidas,
pero iguales; asi como, la prueba de normalidad y la prueba de hipotesis
referentes a las varianzas de dos poblaciones con distribuciones normales.

Para que la prueba de t de Student para dos muestras independientes sea
vélida, hay que corroborar dos supuestos: el supuesto de normalidad y el
supuesto de igualdad de varianzas.

Prueba de normalidad

La prueba de normalidad se emplea para corroborar si las variables aleatorias
costo real y costo calculado se distribuyen normalmente.

Formulacion de la hipotesis nula y alternativa:
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H,: Las variables costo real y costo calculado siguen una distribucion
normal.

H,: Las variables costo real y costo calculado no siguen una distribucion
normal.

Para ello, se pueden utilizar la prueba de Komogorov-Smirnov, cuando el
tamano de la muestra es grande, o sea, mayor a 50 observaciones, o la
prueba Shapiro-Wilk cuando el tamafio de la muestra es pequefio, es decir,
menor o igual a 50 observaciones.

Los resultados de las pruebas se obtienen mediante la aplicacion del SPSS,
como se muestra en la siguiente informacion:

Tabla 1.22. Prueba de normalidad correspondiente al costo real y calculado
(SPSS).

Resumen de Procesamiento de Casos
Casos
costo 422 Y | vaiido Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje | N | Porcentaje
Costos Costo real 16 | 100,0% 0 0,0% 16 1888?;
Costo calculado | 16 | 100,0% 0 0,0% 16 e
Descriptivos
Costo real y calculado Estadistico | Error estandar
Costos Costo real Media 112,3099 1,82126
95% de intervalo de H?e“rtigr 108,4280
confilanza para la it
media suporior | 1161919
Media recortada al 5% 112,1952
Mediana 112,6745
Varianza 53,072
Desviacion estandar 7,28503
Minimo 100,92
Maximo 125,77
Rango 24,85
Rango intercuartil 12,31
Asimetria ,108 564
Curtosis -,920 1,091
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Costo calculado | Media 107,3884 1,90119
95% de intervalo de !F]]L(gnrilotre 103,3361
confianza para la -
media Limite ] 449 4407
superior ’
Media recortada al 5% 107,451
Mediana 108,5095
Varianza 57,832
Desviacion estandar 7,60475
Minimo 95,75
Méximo 117,90
Rango 22,16
Rango intercuartil 14,84
Asimetria -517 ,564
Curtosis -1,014 1,091
Pruebas de Normalidad
Costo  Real 'y Kolmogorov-Smirnov? Shapiro-Wilk
Caleulado Estadistico al Sig. Estadistico | gl Sig.
Costo Real 119 16 ,200* ,969 16 ,828
Costos
Costo Calculado 174 16 ,200 894 16 ,063
*. Esto es un limite inferior de la significacién verdadera. a. Correccion de significacion de Lilliefors

Como el porcentaje correspondiente a ambos costos es del 100 %, entonces
el 100 % de los casos son validos y no existen valores perdidos.

La media del costo real es de $ 112,31 por tonelada y la media del costo
calculado es de $ 107,38 por tonelada. Numéricamente, el valor del costo real es
mayor que el costo calculado, hay una diferencia de $ 4,93, pero se demostrara
con la aplicacion de la prueba t de Student que la diferencia no es significativa.

Con la prueba de normalidad se corrobora si la variable costo se comporta
normalmente en el grupo del costo real y calculado. El SPSS muestra las
pruebas de normalidad Komogorov-Smirnov y Shapiro-Wilk. Como el tamafio
de la muestra es menor que 50, se contrasta la normalidad con la prueba
Shapiro-Wilk, se aprecia que el valor de significancia o valor p de la variable
costo real es de 0,828 y el grado de significancia o valor p de la variable
costo calculado es de 0,063.

Toma de decision:

Modelaciéon matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 131



- Como el valor p de la prueba de normalidad, correspondiente a la variable
costo real es de 0,828, excede el nivel de significacion de 0,05, por tanto,
no se rechaza la hipotesis nula, y se puede afirmar que los datos provienen
de una distribucion normal.

- Como el valor p de la prueba de normalidad, correspondiente a la variable
costo calculado es de 0,063, excede el nivel de significacion de 0,05, por
tanto, no se rechaza la hipdétesis nula, y se puede afirmar que los datos
provienen de una distribuciéon normal.

Se concluye que, al ser el valor p de la prueba de normalidad mayor que el
nivel de significacion para las variables de ambos costos y no rechazarse la
hipoétesis nula, se infiere que los datos provienen de una distribucion normal y
que la variable costo de ambos grupos se comporta normalmente. Con estos
resultados se verifica el supuesto de normalidad.

Prueba de hipotesis referentes a las varianzas de dos poblaciones
con distribuciones normales

1- Formulacioén de la hipoétesis nula y alternativa:
H:0°=07
y
H:o?# 072
X y

2- Region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion « , es

W:{Fei}{: F<Fy(ny -1, ny—l) 0 F>F1 oMy =1, ny—l)}
2 2

3- Regla de decision:

- Rechazar Hy, si F <F, (ny —1, ny—l)oF>F1 o (nx —1, ny—l)

2 2
- NorechazarHsi F' 2 F, (ny —1, ny—l)oFSF1 oMy =1, ny -1)
2 2

osea, Fy (ny —1, ny—l)SFSF1 o (ny =1, ny, =1).
2 2

3.1- Caculo del estadistico de prueba o estadigrafo F:
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Calculo de la informaciéon necesaria para la determinacion de las varianzas.

Tabla 1.23. Calculo de la informacion necesaria para determinacion de la varianza.

Costo real I . =.2 | Costo calculado 5 = L Es
por tonelada | (X7 — X') (Xi— X) portonelada | (¥i—1) Fi-Y)
Xi Yi
121,918 9,608 92,313 110,681 4,541 10,843
117,941 5,631 31,708 106,868 0,728 0,270
115,312 3,002 9,012 117,902 11,762 110,544
114,521 2,211 4,888 115,210 9,070 61,183
109,327 -2,983 8,898 108,791 1,403 1,968
100,915 -11,395 129,846 107,217 -0,171 0,029
103,001 -9,309 86,657 96,202 -9,938 125,126
104,984 -7,326 53,670 95,747 -10,393 135,512
103,901 -8,409 70,711 95,852 -10,288 133,079
106,868 -5,442 29,615 96,5159 -9,624 118,202
115,998 3,688 13,601 112,025 5,885 21,501
110,828 -1,482 2,196 113,808 7,668 41,216
117,237 4,927 24,275 116,151 10,011 76,790
119,230 6,92 47,886 104,767 -1,373 6,869
109,208 -3,102 9,622 108,228 2,088 0,705
125,770 13,46 181,171 112,250 6,110 23,639
1796,959 i 796,074 1718,214 i 867,484
Fuente: elaborada por los autores.
| nar X, ¥ S2y 7
Primeramente determinar: & | 1| Oy vy y-
n
DX 1796,959
= ! X =—""=11231
n
n
ZXZ' - 1718,214
y — =l Y=——"-—=107,38
n 16
Nx
. 2
Xi—X
2 (Xi=X) L, 796,074
SZ — i=1 S)C :7:53,07
X —
Nx —1 161
ny
. 2
2 Hi-Y)
— 867,484
S2 = =l S =———=5783
y Bz 15
ny—1
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Caculo de F-

SZ
53,07
F=—% F-""_09%
S2 57,83
Yy
3.2- Determinacion del valor critico de F:
1
F005(16—l, 16-1)=
B F_&(m—l, 16-1)
%
1 1

Fy 05 (15, 15) = 0,349 = = 0,349

Fyg75(15,15) 2,86

Como: F, (ny -1, ny —DSF<FE 4(ny=1 ny=1). es decir,
2 2
0,349 < 0,92 < 2,86, se cumple; por tanto, no se rechaza la

hipdtesis nula.

Considerando los resultados de las muestras y con un nivel de significacion
0,05, se puede aseverar que se cumple el supuesto de igualdad de varianza.

Prueba de Levene de igualdad de varianzas

El resultado anterior se corrobora con el obtenido de la prueba de Levene,
de igualdad de varianzas, mediante la aplicacion del paquete de programa
estadistico SPSS, como se exhibe en la tabla 1.24.

La igualdad de varianzas en la prueba ¢ de Student para dos muestras
independientes en el paquete de programa estadistico SPSS, se comprueba
a partir de la prueba de Levene para la igualdad de varianzas. La prueba de
Levene toma un valor de significancia o valor p de 0,93, que excede el nivel
de significacion o nivel de error de 0,05, en consecuencia no se rechaza la
hipotesis nula de igualdad de varianzas H: O'XZ = O'y2, por lo que no existe
diferencia significativa entre las varianzas, o sea se puede asumir que las
varianzas de la variable de los costos son iguales.
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Tabla 1.24. Prueba de Levene para la igualdad de varianza (SPSS).

Prueba de muestras independientes

Prueba de
Levene de
igualdad de
varianzas Prueba t para la igualdad de medias
— 95% de intervalo
35 % de confianza de
08| % la diferencia
o T | =
8 § 9_/ Diferencias | Diferencia | Inferior
O} 'c% de de error Superior
F Sig. t medias estandar
0
9
©
=]
c2
g @ |,007|,936 | 1,869 | 30 |,071 4,92151 2,63277 | -,45533 10,298
N
88

Costos

1,869 | 29,9 | ,071 4,92151 2,63277 | -,45575 10,298

No se asumen
varianzas iguales

Se concluye que se cumplen con los supuestos de normalidad y de igualdad
de varianzas.

Prueba de hipdtesis referentes a las medias de dos poblaciones con
distribuciones normales y varianzas desconocidas pero iguales

Comprobados los supuestos de normalidad y de igualdad de varianzas, se
realiza la prueba ¢ de Student como se expone a continuacion.

1- Formulacion de la hipotesis nula y alternativa:

Hy: f, = U . No existe una diferencia significativa entre la media del costo
real y la media del costo calculado.

H,:u, # U . Existe una diferencia significativa entre la media del costo
real y la media del costo calculado.

2- Region critica para el estadigrafo ¢, dado el nivel de significacion « , es
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(ny+n,=2) o t>tl_02l(”x+ny—2)}'

x—y
(n~1)g,+6 y~1)g, ( 1 1]
7_’_7

Ny +n, —2 n, ny

(04
tl oy +1, —2) es el percentil de orden l—Ede la distribucion ¢ de

Student con (n, +n, —2) grados de libertad.

3- Regla de decision:

- Rechazar H,, si l‘<—tl g My +1y,=2) 0 l‘>l‘1 oMy +1y, =2) .
2 T2

—NorechazarHO,sil‘Z—l‘1 oMy +1y,=2) 0 tSfl oMy +1y,=2)
2 T2

osea,—tl_g(nx+ny—2) <t< tl oy +n,=2).

2 2

3.1- Calculo del estadistico de prueba o estadigrafo #:

Informacion necesaria para calcular el estadistico de prueba t.

f _

(Xi—-X)

g _ = g2 _ 796074
* nx—1 i 16 -1

=53,07

= o
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Ny

DY)

< 867,484
S2==__ S;:7:57,83
ny—1 15
g (e i L g \/(l61)53,07+(161)57,83
o n o+n -2 0 16 il 2
x Uy
\/ 796,05 + 867.45
=
30
S, =744
Célculo de t:
o X—y ~ 112,31-107,38
1 1
Sl | “ogh. &
16 16
4,93
f= ~ 187
2.63

Expresion mas resumida para calcular el estadistico de prueba f:

x-y
t:
2 2
(nx_l)SX+ﬁy—1)Sy L+i
Ny +n, =2 ny ny
112,31-107.388 4,92 4,92
r: = = :1:87
(16 —1)53,07 + (16 —1)57.83 | 1 5 1 \/55,45-0,125 2,63
16 +16-2 16 16

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 137



3.2- Determinacion del valor del percentil o valor critico de

tl_% (g +1y == 05 (16+16-2) =1 555 (30) = 2.04
5
Como: —tl_%(nx +n,—-2) <I< tl_%(nx +n,—-2), es deci

-2,04 < 1,87 < 2,04, se cumple; por tanto, no se rechaza la hipodtesis nula.

Y

Considerando los resultados de las muestras y con un nivel de significacion
0,05, se puede aseverar que no existe diferencia significativa entre el costo
promedio de transportacion calculado a partir de la funcion lineal del costo
Y=a'+ [ X,y el costo promedio real de transportacion, ya que provienen
de poblaciones con igualdad en las medias.

Elementos a tener en cuenta para el caso de muestras grandes, para n,
y n, suficientemente grandes la distribucion ¢ de Student se aproxima
a la distribucion normal, y por tanto, la distribucion del estadigrafo t sera
aproximadamente igual a la normal estandar, por lo que en las regiones
criticas se podran sustituir los percentiles tﬂ (n, +n, —2) deladistribucion
t de Student por los percentiles Zﬁ de la distribucion normal estandar, para
todo f e ]0,1[. Donde l‘ﬁ,(nl +n,—2)~ Zﬂ .

Los resultados expuestos se confirman con los resultados obtenidos a partir
de la prueba ¢ de Student para dos muestras independientes, mediante la
aplicacion del SPSS, como se exhibe en la tabla 1.25.

El nivel de significancia o valor p para la prueba t de Student es 0,071. Este
valor corresponde a cuando se asume la igualdad de varianzas. Contrastando
el valor p de 0,071 con el nivel de significacion 0,05, al ser mayor, no hay
evidencia para rechazar la hipotesis nula, por tanto, no existen diferencias
significativas entre la media del costo real y la media del costo calculado.
Evidentemente, existe una diferencia entre los promedios de los costos, ya
que el costo real es de $ 112,31 por tonelada y el costo calculado es de
$ 107,38 por tonelada, pero la diferencia no es significativa.
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Tabla 1.25. Prueba 7 de Student para dos muestras independientes (SPSS).

Prueba de
Levene de
igualdad de
varianzas Prueba [ para la igualdad de medias
— 95% de intervalo
o) o de confianza de
OCo| o . .
28| ® la diferencia
8 § 9; Diferencias | Diferencia | Inferior
) -(%’ de de error Superior
F Sig. t medias estandar
(7]
o
©
=]
c2
g @ |,007| 936 | 1,869 | 30 |,071 4,92151 2,63277 | -,45533 10,298
s N
28
&8

Costos

1,869 | 29,9 | ,071 4,92151 2,63277 | -,45575 10,298

No se asumen
varianzas iguales

1.7.3. Determinacion de la distancia econdmica de los medios de
transportes

En el proceso de planificacion y organizacion de los medios de transportes,
es indispensable tener en cuenta la distancia econdmica o critica de
transportacion para la toma de decisiones cientifica y econdmicamente
fundamentadas, es decir, a partir de qué distancia resulta mas econémico
emplear un medio de transporte.

A partir de las funciones racionales enteras de tipo lineal, representadas por
las funciones de los costos determinados para cada medio de transporte,
se puede determinar la distancia econémica o critica entre los medios de
transporte comparados, de la siguiente forma:

- Simultaneando la funcién lineal de costo correspondiente a cada medio
de transporte.

- A partir del punto de equilibrio lineal algebraico, donde los costos
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coinciden numéricamente.

- Otra forma es aplicando el andlisis del punto de equilibrio lineal, mediante
la representacion grafica de las funciones de los costos de cada medio
de transporte en un sistema de coordenadas; comparandolas se
obtiene el punto de equilibrio lineal, donde las funciones se interceptan,
representado por el par ordenado (x,y) para las funciones en cuestion,
donde el valor correspondiente a la abscisa (x) constituye la distancia
economica o critica.

Para demostrar lo expuesto, a partir de una situacion real, se toman dos
medios de transportacion diferentes: camion y tractor con remolque, y los
costos representados por las funciones lineales resultantes que se exponen
a continuacion:

- Camion Y, = 0,498 + 0,193 X.

- Tractor con remolque Y, = 0,368 + 0,215 X.

Las funciones lineales de los costos, para la situacion objeto de
estudio, esta definida solo para los numeros reales positivos, o sea, el
Dom f={xeR:x> O}y la funcion toma solamente valores positivos, es
decir la Im f={yeNR:y>0}.

Como es de esperar, para ambos medios de transporte la tasa de variacion
es mayor que cero, siendo la funcién creciente en todo su dominio, por lo
que el costo de los medios de transporte camién y tractor aumentan en 0,193

y 0,215, respectivamente, por cada kilémetro que aumente la distancia a
recorrer con carga.

En la determinacion de la distancia econdmica entre los medios de transporte,
se procede de las siguientes formas:

- Simultaneando las funciones de costo, se obtiene que:

Y = 0,498 + 0,193
-Y, =-0368-0215X

0= 0,130-0,022X X =591 kildmetros

- Mediante el analisis del punto de equilibrio lineal, donde las funciones de
los costos se igualan, se tiene algebraicamente que:

0,368 + 0,215 X' = 0,498 + 0,193 X 0,022 X'=0,130 X = 5,91 kildbmetros
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- Analisis grafico del punto de equilibrio lineal.

Evaluando las funciones de costo para diferentes distancias, se obtienen

los resultados siguientes:

Tabla 1.26. Costo de los medios de transporte por distancia recorrida.

Distancia (km) 0 1 2 3 4 5 5,91 6 7 8
Costo

0,368 | 0,583 | 0,798 | 1,013 | 1,228 | 1,443 | 1,638 | 1,658 | 1,873 | 2,088
Tractor
Costo
Camis 0,498 | 0,691 | 0,884 | 1,077 | 1,270 | 1,463 | 1,638 | 1,656 | 1,849 | 2,042
amion

Fuente: elaborada por los autores.

Representandose los datos en un sistema de coordenadas, se obtiene el

siguiente comportamiento grafico:

2.5

1.5 F

Costo

Ye =0.498 +0,193 X

A

{Lridades monetarias / )

1.0

wt=0.368 + 0.215 X

Distancia Econémica

3,91 km

¥: Distancia (kilometros)

| —— Funcidn Costo Camidn (Yc)

—— Funcidn Costo Tractor (Yt) |

Figura 1.9. Representacion de las funciones de costo y distancia econémica.

Fuente: Elaboracién de los autores.

Con los resultados obtenidos a partir del andlisis analitico y gréafico, se aprecia
que para una distancia de 5,91 kildmetros, los valores resultantes de las
funciones de los costos son iguales a $ 1,638, representando estos valores
el punto de equilibrio. A partir de esta distancia, el costo correspondiente al
medio de transporte camion con respecto al tractor comienza a disminuir, y
el de tractor con respecto al de camién aumenta; dicha distancia constituye
la distancia econdmica o critica. Por tanto, para distancias superiores a 5,91
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kilometros resulta mas econémico emplear la transportaciéon por camiones
para el traslado de la carga.

1.7.4. Utilidad practica de las funciones matematicas de los costos
en la modelizaciéon econémico-matematica

Evaluando la funcion lineal de costo correspondiente a cualquier medio de
transporte, para un valor dado de la distancia (X) entre el origen (campo
cafiero) y el destino (centro de recepcion industrial), se obtiene el costo total
de transportacion por cada tonelada de cafia a la distancia (X).

El costo calculado a la distancia dada entre los campos y los centros de
ip Ipq

recepcion, constituyen los coeficientes econdmicos ijk Y Cijk de

las funciones objetivos de modelos econdmico-matematicos planteados;

constituyendo un resultado importante para la aplicacion de estos modelos.

Utilizar un medio de transporte en dependencia de los resultados de la funcion
de costo, posibilita su explotacion econdémica a partir de la relacion costo-
distancia, lo que contribuye a disminuir el costo de transportacion, ya que se
utilizaréa el medio de transporte a partir de la distancia que econémicamente
se justifique, en correspondencia con lo expuesto en el epigrafe anterior.

Los costos de transportacion determinados a partir de las funciones lineales
obtenidas constituyen criterios de decision econdmicos que proporcionan
una mayor eficiencia al resultado o solucion obtenida, y garantiza una mejor
utilizacion de los recursos materiales y financieros disponibles.

La utilizacion adecuada, tanto econémica como técnica, de cada medio de
transporte de acuerdo los criterios expuestos, y en correspondencia con
las condiciones concretas de que se trate, contribuye a lograr la eficiencia
econdmica del transporte, expresado a partir de la relacion favorable entre el
efecto econdmico obtenido por la realizacion de transportacion y los gastos
indispensables para su aplicacion.

La metddica desarrollada y validada, con resultados tedricos y préacticos
significativos 'y superiores a los métodos tradicionales, permite el
perfeccionamiento de los métodos convencionales de planificacion.

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 142



1.8. Presentacion del modelo numérico

Realizado el planteamiento matematico de los modelos econdmico-
matematicos tedricos objeto de estudio, procesada la informacion de partida
y determinados los parametros de los modelos, es indispensable buscar un
procedimiento que permita consolidar e integrar los modelos tedricos con
los resultados obtenidos; esto se puede lograr mediante la construccion del
modelo numérico, expuesto en la tabla 1.27.

Como se exhibe, las dos primeras columnas reflejan los campos cafieros por
productores. En el cuerpo de esta, se reflejan las vinculaciones a establecer
entre los campos cafieros (origenes) y los centros de reoepcign indus}lrji(?l
(destino), mediante las variables de decisiéon o esenciales Xijk o] X,-jk .
Ademas, complementan a las vinculaciones la distancia media (en kilémetros)

- ip Ipq
y el costo de transportacion Uik o C ik -

De utilizarse el modelo Il de vinculacion entre agroindustrias, se afiade una
cuarta columna a cada vinculacion, donde se refleje el rendimiento industrial
promedio (Rq).

Las filas corresponden a las restricciones de oferta o de produccion. Al final
de cada fila se encuentra la produccion estimada de cafia de azlUcar de cada
campo cafiero ( Oil 0 Oilq ). Las columnas corresponden a las restricciones
de demanda o de capacidad industrial de los centros de recepcion y al final
de cada columna aparece la capacidad industrial estimada disponible de
cada centro ( Dj o] qu ); de tal forma, esta tabla resulta una representacion
adecuada del sistema de restricciones de oferta y demanda correspondiente
a un modelo econdmico-matematico de transporte.

Como complemento importante al modelo numérico, se determinan las
capacidades disponibles: de los medios de transporte (Tkp o] Tkpq)i de
las alzadoras ( Al o] Alq )y de las cosechadoras ( Cz o] Clq ).
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Tabla 1.27. Modelo Numérico.

Centros de Recepcion (destinos)

. Centro de Centro de Centro de
Egtldades Campos Recepcion Recepcion Recepcion Produccion
Produccion Cafieros (Destino) (Destino) (Destino) Estimada
Cafera (origenes) No. 1 No. 2 n (toneladas)
213 2|3 11218
Productor 001 X
No. 1 002
005 X
010 X
015 X
025
Productor .
No. 2
Productor
No. 3
Productor
No. n

(toneladas)

Capacidad Disponible

i

Fuente: elaborada por los autores.

donde:

1- Vinculo planificado entre el origen y el destino, donde, X es la variable
de decision.

2- Distancia entre el origen y el destino.
3- Costo por tonelada transportada a la distancia dada.

4- Rendimiento industrial promedio.

1.9. Generalidades sobre la obtencion y analisis de la solucion del

modelo de programacion lineal

Los problemas de planificacion de los procesos econdémicos presentan
multiples variantes, cuyos elementos y relaciones se pueden presentar
cuantitativamente, por lo que es factible encontrar la solucion optima o
satisfactoria de dicho problema mediante la aplicacién de los métodos vy

modelos econdmico-matematicos.
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Existe una amplia variedad de métodos de solucion, debido a la gran
diversidad de problemas que se presentan en la practica de la planificacion y
organizacion de los procesos econdmicos. Los métodos de solucion pueden
dividirse esencialmente en tres grupos: analitico-deductivo, numérico-
inductivo y simulacion.

El método analitico-deductivo consiste en el uso de la deduccion matematica
por medio de la aplicacién de varios procedimientos de la matemaética, se
estudia el fendmeno pasando de lo general a lo particular. Para la solucién de
los modelos econdmico-matematicos de programacion lineal y de meta lineal
que se construyen en el libro, se utiliza el procedimiento analitico-deductivo.

El método numérico-inductivo consiste en estudiar un fenédmeno pasando
de lo particular a lo general. En este método, se emplean procedimientos
numeéricos, que consisten en comprobar varios valores de las variables
controlables en el modelo, comparando los resultados obtenidos vy
seleccionando aquel conjunto de valores de las variables controladas que
produzcan la mejor solucion.

Para obtener la solucion ¢ptima de los problemas de optimizacion, se emplea
el Método Simplex desarrollado por G. Dantzig. No obstante, posterior a este,
se han desarrollado la aplicacion de otros algoritmos de solucion, entre los
que se encuentran el simplex revisado, el simplex compacto, el dual simplex,
el primal dual, etc.

Variables de holgura

Para el desarrollo tedrico y practico de la Programacion Lineal, resulta
importante el establecimiento de una forma bésica en la que se pueda
escribir cualquier modelo de Programacion Lineal.

Todo modelo lineal puede ser transformado a una forma estandar, donde
el sistema de restricciones esté constituido por ecuaciones lineales, ya
que en la practica generalmente los sistemas de restricciones constan de
inecuaciones o la combinacion de inecuaciones y ecuaciones.

Las transformaciones se efectian introduciendo variables adicionales,
denominadas variables de holgura.

Caracteristicas de las variables de holgura:

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 145



- Se utilizan para convertir el Sistema de Inecuaciones Lineales en Sistema
de Ecuaciones Lineales.

- Desde el punto de vista del significado econdémico, asumen la dimension
de la restriccion a la que estan asociadas.

- Su coeficiente econdmico en la funcién objetivo es cero. Entonces,
la conversion del sistema de restricciones originales en un sistema de
ecuaciones lineales no cambia la funciéon a ser optimizada. Optimizar el
modelo utilizando las variables de holgura es equivalente a optimizar el
modelo original, es decir, existe correspondencia entre las soluciones
posibles y 6ptimas del conjunto original de las restricciones y del conjunto
de ecuaciones lineales.

Puede darse el caso que las restricciones originales sean de igualdad, y
donde el sistema contenga la matriz unitaria, no siendo necesario incluir las
variables de holgura.

Variables artificiales

No siempre se logra de manera inmediata la solucion basica inicial agregando
variables de holguras, es decir, no se logra un sistema que contenga la matriz
unitaria.

En tal sentido, se utiliza un procedimiento denominado adicion de una base
artificial, con el que se representa la matriz unitaria.

Las variables utilizadas, llamadas artificiales, se introducen solo para construir
de forma inmediata una solucion basica inicial, las mismas desaparecen
durante el proceso de computo.

Las variables artificiales se utilizaran:

- Enrestricciones de mayor o igual, pues con las variables de holgura no se
puede construir una matriz basica unitaria.

- En las restricciones de igualdad, pero no necesariamente.

Para asegurar que las variables artificiales no aparezcan en la solucion
Optima, se le asignan coeficientes econdémicos que no mejoren el valor de
la funcion objetivo, mientras permanezcan en la base variables artificiales.
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Tipos especiales de solucion

Cuando se procede a obtener la solucion de un problema de programacion
lineal utilizando el Método Simplex, se pueden presentar distintas situaciones,
y arribar a tipos especiales de solucion, tales como: solucion ¢ptima alterna,
solucion degenerada, redundancia, solucion no acotada, y no existencia de
solucion.

Obtener soluciones optimas alternas al resolver problemas econdmicos
modelados mediante la programacion lineal es conveniente, ya que amplia
las posibilidades en el andlisis de la solucién al obtener diferentes variantes
de solucién del problema objeto de estudio y un mismo valor éptimo para la
funcioén objetivo. Por tanto, se dice que un problema de programacion lineal
tiene solucion optima alterna, cuando el valor 6ptimo para la funcion objetivo
se obtiene en dos 0 mas soluciones posibles béasicas diferentes.

Software para obtener la solucion

Los algoritmos de solucién del Método Simplex han sido programados
para computadoras, posibilitando que existan paquetes de programas
computacionales para la solucion de problemas de optimizacion, entre o que
se destacan: Linear Optimization (LO); Linear, Interactive, Discrete Optimizer
(LINDO e HIPERLINDO); The Management Scientis (MS); Computer Models
for Management Science (JOVINI); Linear Programming (LP88), QM for
Windows; Cuantitative System Business for Windows (WinQSB), entre los mas
usados.

El paquete de programa WinQSB es uno de los softwares mas utilizados en la
actualidad en la ciencia de la Investigacion de Operaciones y en los Métodos
Cuantitativos para la Toma de Decisiones en Administracion, constituyendo
una aplicacion versatil que, debido a su facilidad y potencia de manejo, se
convierte en una herramienta indispensable para la solucién de problemas
relacionados con los métodos cuantitativos aplicados a la administracion
(Quesada & Vergara, 2006). El libro de los autores de referencia, proporciona
al lector un analisis de las diferentes técnicas cuantitativas de Investigacion
Operaciones, mediante la utilizacion del WinQSB, y en particular de la
Programacion Lineal y de la Programacion de Meta Lineal.

La solucion o¢ptima de los modelos econdmico-matematicos para la
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optimizacion del transporte en la agroindustria azucarera, desarrollado en el
presente capitulo, se puede obtener por medio de la aplicacion del programa
WinQSB, utilizando el moédulo Lineal and Integer Programming (IGP).

La solucion satisfactoria del modelo econdmico-matematico de meta con
prioridades del movimiento de rebafio, desarrollado en el capitulo I, se
puede obtener por medio de la aplicacion del programa WinQSB, utilizando el
maodulo Linear goal programming (GP) and Integer linear goal programming.

Analisis econdmico de la soluciéon

Obtenida la solucion éptima a partir del reporte de salida de un programa
de computaciéon o de la tabla de iteracion 6ptima del Método Simplex, se
procede a realizar el analisis econémico de la solucion 6ptima, observando
qué vectores forman parte de la base, y qué valor toman las variables
asociadas a dichos vectores. En tal sentido, se realizara el siguiente analisis
teniendo en cuenta la informacion que se exhibe en la tabla 1.28.

Tabla 1.28. Situaciones que se presentan en las variables esenciales y de holgura
en la solucién optima.

Variables Signo Valor

Vector con significado dela dela
econoémico restriccion variable

Basico Decision - X/ >0
No Bésico Decision - X, =0
Basico Holgura < Xj >0
Basico Holgura > /\j >0
No Bésico Holgura < Xj =0
No Bésico Holgura > X=0

Fuente: elaborada por los autores.

Para interpretar econémicamente el valor Optimo de las variables esenciales
o de decision hay que tener en cuenta su definicion, es decir, lo que expresa
desde el punto de vista cualitativo, dimensional y temporal en el contexto del
problema.

Un vector basico asociado a una variable de decision o esencial indica que
el producto que se analice se produzca, se transporte, se venda, se compre,
etc. Un vector no basico asociado a una variable esencial indica que no
se lleve a cabo, lo que la variable asociada signifique, es decir, que no se
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produzca, no se transporte, no se venda, no se compre, etc.

Para el andlisis econdmico de las variables de holguras hay que tener en
cuenta el signo, y el significado dimensional y conceptual de la restriccion a
la cual se encuentre asociada la variable de holgura, existiendo los siguientes
contextos:

- Unvector basico asociado a una variable de holgura en una restriccion con
signo <. Si la restriccidon es de recurso, indica ociosidad, subutilizacion.
Si la restriccion es de demanda maxima, indica lo dejado de producir,
elaborar, transportar, etc.

- Un vector bésico asociado a una variable de holgura en una restriccion
con signo >. Si la restriccion es de recurso, indica una utilizaciéon o
aprovechamiento por encima de un minimo establecido de un recurso. Si
la restriccion es de demanda minima, indica las unidades que de dicho
producto se satisfacen por encima del minimo establecido.

- Un vector no bésico asociado a una variable de holgura en una restriccion
con signo <. Si la restriccion es de recurso, indica la utilizacion total del
recurso, constituyendo un recurso critico. Si la restriccion es de demanda
maéaxima, indica la satisfaccion total de la demanda maxima.

- Un vector no basico asociado a una variable de holgura en una restriccion
con signo >. Si la restriccion es de recurso, indica la utilizacion del minimo
establecido del recurso. Si la restriccion es de demanda minima, indica la
satisfaccion de la demanda minima.

Cuando se obtiene la solucion ¢ptima de un problema en especifico, debe
tenerse presente que la politica que aparenta ser mejor en términos del
modelo, puede no ser la mejor en la realidad:

- En primer lugar, porque el modelo es una representacion de los aspectos
mas importantes y esenciales del problema real.

- Ensegundo lugar, porque pueden variar las condiciones de los parametros
originales del problema.

Lasolucion obtenida se somete a consideracion de los decisores responsables
deltrabajo, previamente revisada y analizada econémica y matematicamente.
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La aplicacion a la préactica de la solucion obtenida indica, en ultima instancia,
si se ha seguido el camino acertado. Por tanto, cuando se hace referencia a
la solucién, se hace con respecto al modelo, y no necesariamente, al sistema
real representado en el modelo.

Modelaciéon matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 150



Capitulo 1

Modelacion econdémico-matematica para |la
planificacion de procesos economicos en la
ganaderia

2.1. Introduccioén al capitulo. Generalidades sobre la modelacion
matematica y aplicaciones a los procesos econdomicos en la
ganaderia

Inicialmente en este capitulo, de forma sucinta, se compara la programacion
de meta lineal y la programacion lineal, y se esbozan las caracteristicas
de la programacion de meta. Se exhibe una aplicaciéon de los modelos de
optimizacion al movimiento de rebafno, 10 que constituye el antecedente mas
importante del modelo econémico-matematico de meta desarrollado.

A partir de la formulacion matematica general y caracteristica de las
restricciones y funcion objetivo del modelo de programacion de meta lineal, y
de laformulacion de un problema de programacion del movimiento de rebafio,
sobre la base de sus particularidades tecnolégicas y econémicas, se realiza
construccion del modelo econdmico-matematico de meta con prioridad.
Dada la complejidad del proceso econdmico modelado y para lograr una
mayor comprension de este, se realiza un andlisis de la construccion de las
restricciones y funcion objetivo del modelo.

Como relevante, se presenta la modelizacion matematica del parametro
cantidad de cabezas del rebafio planificadas al final del afo correspondiente
al modelo de programacion de meta lineal.

La determinacion y validacion de la cantidad de cabezas del rebafio
planificadas al final del afio se realiza mediante la estimativa e inferencia
del andlisis de una funcién de regresion lineal simple, donde se tienen en
cuenta las pruebas de hipotesis de F de Fisher y ¢ de Student, asi como las
pruebas de los supuestos basicos de no autocorrelacion, homocedasticidad
y normalidad, tales como: Durbin-Watson, Breusch-Godfrey, Goldfeld-
Quandt, general de la heterocedasticidad de White, Jarque-Bera y Shapiro-
Wilks. Ademas, se realizan inferencias a partir de la estimacion del intervalo
de confianza al coeficiente de regresion /3, .

Se utiliza la prueba no paramétrica Rango de Wilcoxon para comparar la

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 151



existencia de correspondencia entre la estructura real del rebafio y la obtenida
de la solucion del modelo.

Al igual que en el capitulo precedente, en los contenidos tratados de
programacion de meta lineal, estadistica matematica, econometria,
matematica y algebra lineal inicialmente, se hace una exposicion tedrica vy,
posteriormente, en las aplicaciones practicas, se presentan sus resultados
calculados manualmente y obtenidos mediante programas informaticos
correspondientes a dichas materias.

En la parte final del capitulo, se hace un analisis econdémico de la solucién del
modelo matematico de meta con prioridad.

Los modelos econdmico-matematicos pueden desempefiar un papel
relevante como medio del conocimiento y comprobacion en la planificacion
de la economia, en la medida que sean capaces de representar
las relaciones econdmicas y productivas en forma matematica adecuada.
La creciente complejidad de la reproduccion en los procesos productivos
hace que la preparacion y la toma decisiones en la planificacion sea, en
general, un proceso multifactorial y complejo.

La utilizacién de los métodos y modelos econdmico-matematicos en la
planificacion y gestion de los procesos econdémicos no significa solo cambios
cuantitativos, expresados en un analisis econémico mas complejo y exacto
de la informacion; ademas de esta ventaja, dichos métodos y modelos deben
conducir a cambios cualitativos en la metodologia de la planificacion.

En el epigrafe 1.4, se hizo referencia a las ventajas de los modelos de
optimizacion lineal con respecto a otros métodos cuantitativos; no obstante,
debido a que la mayoria de las decisiones empresariales se caracterizan
por metas, criterios y objetivos multiples mas que por un objetivo Unico,
desde la década de los afios sesenta y setenta del siglo pasado, paralelo
a la programacion lineal, se han desarrollado métodos y modelos de
programacion de meta (Goal Programming), técnica cuantitativa aplicada
a los problemas de toma de decisiones multicriterios, donde exhiben una
manera de resolver problemas de programacion lineal no factibles que se
originan en la interaccion de restricciones meta-recursos, tales interacciones
ocurren cuando las metas son conflictivas e inconmensurables.
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Haciendo una comparacion entre la programacion de metas con respecto a
la programacion lineal, y teniendo en cuenta las consideraciones realizadas
por Moskowitz & Wright (1992); y Eppen, et al. (2000), en la programacion
lineal todos los objetivos deben incluirse en la funcioén objetivo y reducirse a
un solo criterio o dimensién medible, mientras que la programacion de meta
permite incluir los objetivos o metas en la formulacién del problema con méas
de una dimension.

La programacion de meta es mas flexible, ya que permite que las metas
conflictivas e inconmensurables sean especificadas y conduzcan a una
solucion satisfactoria (mejor solucion obtenida con la aplicacion de un modelo
econdmico-matematico de meta), en término de las metas prioritarias de la
administracion. La programacion lineal bajo estas circunstancias conduce,
en muchos casos, a soluciones no factibles. La programacion de meta no
tiene muchas de las limitaciones de la programacion lineal y la solucion de
estos modelos se puede obtener usando también el algoritmo del Método
Simplex.

Dentro de las caracteristicas mas destacadas de la programacion de meta
se encuentran que:

- Es una extension de la programacion lineal y proporciona solucion
a problemas de decisién que tengan metas multiples, conflictivas e
inconmensurables, en correspondencia con la estructura de prioridad
establecida por el decisor.

- Las metas se satisfacen en una secuencia ordinal, por lo que deben de
clasificarse en orden de prioridad, de importancia, por el decisor, y son
satisfechas secuencialmente por el algoritmo de solucion.

- Las metas con prioridad baja se consideran solamente después del
cumplimiento de las metas de prioridad alta.

- La programacion de meta es un proceso de satisfaccion, en el sentido que
el decisor tratara de alcanzar un nivel satisfactorio de objetivos multiples,
en lugar del mejor resultado posible o0 solucion 6ptima, como ocurre en
programacion lineal para un solo objetivo.

- En la programacion de meta, en lugar de minimizar o maximizar la funcién
objetivo directamente, se minimizan las desviaciones entre las metas y los
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limites alcanzables establecidos por el conjunto dado de restricciones en los
recursos.

- Las variables de desviaciones se dividen en desviaciones positivas y
desviaciones negativas de cada una de las metas. El objetivo se convierte
en laminimizacion de estas desviaciones, dentro de la estructura prioritaria
asignada a estas.

Dentro de las aplicaciones préacticas de los métodos y modelos de
programacion lineal y programacion de meta para la toma de decisiones
multicriterios, ocupa un lugar importante la utilizacion de estos métodos y
modelos en los procesos econdmicos del sector agropecuario, con el objetivo
de que sus resultados sirvan de base para la toma de decisiones, en la
elaboracion y fundamentacion de los planes de produccion en la ganaderia
y la agricultura.

En la planificacion de la rama ganadera, en particular, se hace imprescindible
la aplicacion de métodos de planificacion cientificamente fundamentados,
ya que para el desarrollo eficiente de esta actividad se hace necesaria la
integracion armoénica de multiples factores estrechamente correlacionados,
que demandan un riguroso estudio de sus relaciones, lo cual no es posible
lograr por los métodos de planificacion convencionales.

Los trabajos sobre la utilizacion de los métodos cuantitativos en la planificacion
de la ganaderia vacuna se encuentran dispersos y no son muy abundantes.
Sin embargo, existen aplicaciones de modelos econdmico-matematicos de
programacion lineal y de toma de decisiones multicriterios en la planificacion
de los procesos agropecuarios; entre otros se encuentran: los realizados
por Gonzalez & Brezo (1987); Ahumada & Villalobos (2009); Mezghani,
Rebai, Dammak & Loukil (2009); Stygar & Makulska (2010); Ortufio & Vitoriano
(2011); Dave (2015); y Zgajnar & Kavcic (2016). Los trabajos desarrollados
y aplicados de manera general han estado encaminados a la aplicaciéon
de métodos cuantitativos para la toma de decisiones en la planificacion
agropecuaria, en la optimizacion del balance alimentario, en la planificacion
del desarrollo perspectivo y optimizacion del movimiento de rebafio.

Con respecto a la optimizacion del movimiento de rebafio, que constituye
la parte consubstancial de este capitulo, la literatura cientifica relacionada
con la modelacion matematica del movimiento de rebafio vacuno es exigua,
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incluso en publicaciones de corriente principal. No obstante, el trabajo que
aborda metodolégicamente con mayor claridad y profundidad este problema
es el desarrollado por los autores Gonzalez & Brezo (1987), que plantean un
modelo matematico de programacion lineal donde se maximiza la produccion
mercantil de carne, sujeto a restricciones relativas del movimiento de rebano,
transferencias de animales a categorias superiores, restricciones que
garantizan la existencia final por categoria y del rebafio global, restricciones
que determinan la correspondencia entre categorias, restricciones que
regulan la extraccion para la venta y restricciones de correlacion estructural.

Dadas las complejidades de las condiciones productivas, econémicas vy
bioldgicas del proceso que se modela, se considera como relevante que
los autores de referencia, para el planteamiento del modelo econdémico-
matematico, establecen una simbologia para los elementos del movimiento
de rebafo en sus diferentes fases, es decir, consideran por categoria de
edad y sexo la simbologia referente a: existencia al inicio y final de afio,
nacimientos, porcentaje de ganado extraido para carne o venta, porcentaje
de pérdidas, peso promedio vivo de cada cabeza de ganado, transferencias
a categorias superiores y llegadas de categorias inferiores.

Entre las limitaciones mas relevantes de la investigacion realizada por
Gonzalez & Brezo (1987), sobre la construccion y aplicacion de un modelo
econdmico-matematico de optimizacion lineal para el movimiento de rebafo,
se encuentran que:

- Los trabajos de investigacion sobre la optimizacion del movimiento de
rebano no han tenido un uso y seguimiento sistematicos, que permitieran
validar los resultados obtenidos en la practica y, como consecuencia,
realizar aplicaciones sucesivas.

- El modelo de programacion lineal desarrollado no se encuentra
debidamente estructurado, pues no se definen las variables de decision,
nilos parametros del modelo, que permitan una construccion consecuente
del sistema de restriccion y de la funcion objetivo, o que imposibilita la
comprension adecuada del modelo presentado.

- EI modelo no hace un andlisis integral de las diferentes fases del
movimiento de rebafio, ya que no incluye las compras a terceros.

- No se utilizan los métodos estadistico-matematicos y procedimientos
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estadisticamente fundamentados para la estimacion y validacion de
algunos de los parametros del modelo de programacion lineal, con el
proposito de flexibilizar y robustecer los resultados obtenidos.

- El analisis econdmico realizado a la solucién optima es breve y poco
profundo, pues no se hace un andlisis integral y exhaustivo de los
resultados obtenidos, correspondiente a las variables, restricciones y
funcion objetivo.

- Para la modelacion del sistema complejo y multifactorial que se estudia,
no se consideran las bondades y flexibilidad que proporcionan otras
técnicas cuantitativas entre las que se encuentran los modelos de toma
de decisiones multicriterios.

El estudio realizado a los trabajos de Ahumada & Villalobos (2009); Mezghani,
et al. (2009); Stygar & Makulska (2010); Ortufio & Vitoriano (2011; Dave (2015);
y Zgajnar & Kavcic (2016); y de manera relevante del estudio efectuado al
problema de optimizacion del balance de movimiento de rebafio planteado por
Gonzélez & Brezo (1987), permitio realizar el analisis propuesto, desarrollar
y aplicar un modelo econémico-matematico de meta con prioridad; técnica
cuantitativa aplicada a los problemas de toma de decisiones multicriterios,
fundamentada en los criterios dados por Moskowitz & Wright (1992); y Eppen,
et al. (2000), donde se exhibe una manera de resolver los problemas de
programacion lineal no factibles.

En el presente capitulo, se enfocan los aspectos de la planificacion del
movimiento de rebafio, mediante una metodologia donde se formula y plantea
un modelo econémico-matemadtico de meta lineal con prioridades. Ademas,
se resuelve el problema planteado y se validan los resultados obtenidos;
este Ultimo aspecto tiene lugar, pues el método propuesto resuelve las
expectativas de los decisores empresariales.

En el siguiente epigrafe, se presenta la formulacion matematica general del
modelo de programacion de meta lineal y su aplicacion a la programacion
del movimiento de rebano.

2.2. Formulacion general del problema y modelacién econémico-
matematica de la programaciéon del movimiento de rebafno

En el epigrafe, se presenta la formulacion matematica general del modelo
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programacion de meta lineal, y las caracteristicas de sus variables,
restricciones y funciéon objetivo. Ademas, se define con todos sus detalles
y particularidades el sistema de planificacion del movimiento de rebafio a
estudiar, lo que posibilita el planteamiento del modelo econdmico-matematico
de meta con prioridad para la programacion del movimiento de rebafio.

Formulacion matematica del modelo general de programacion de
meta lineal

Los supuestos basicos del modelo de programacion lineal se aplican
igualmente al modelo de programacion de metas.

La diferencia en la estructura es que la programacion de metas no
intenta minimizar o maximizar la funcién objetivo, como o hace el modelo
programacion lineal; o que busca es minimizar las desviaciones entre las
metas deseadas y los resultados reales, en correspondencia a las prioridades
asignadas.

La funcién objetivo de un modelo de programacion de meta es expresada en
términos de las desviaciones de las metas, es decir, las variables de holguras
y sobrantes de las restricciones se colocan en la funcién objetivo y deben
minimizarse.

Formulacion matematica general:

Min Z=7" Wi (d; +d,)

i=1

Sujeto a

E a,. X, —d +d = b
ij J i i
J=

X, d;

donde:

X/.es la variable de decision o esenciales.

W son los pesos de ponderacion (ordinal o cardinal) asignado a cada una
de las metas.
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d:, d” son las variables de desviacion no negativas.

-d." es el grado de sobrelogro de la meta, logro por encima, y exceso.
Cantidad que sobra o sobrante o cantidad en que supera la meta.

+d,.' es el grado de sublogro, logro por debajo, y deficiencia. Cantidad que
falta u holgura o cantidad que no alcanza la meta.

Como no podemos tener exceso (sobrante) y deficiencia (holgura), a la vez,
entonces una o ambas de estas variables deben ser igual a cero, es decir,
d .d’™=0.

Caracteristicas de las restricciones y funcion objetivo del modelo de
programacion de meta lineal

El tratamiento metodologico dado a las variables desviacion, restricciones
y funcion objetivo en la construccion del modelo de programacion de meta
lineal, que se exhibe en el presente capitulo, se apoya en los procedimientos
y elementos conceptuales expuestos por Moskowitz & Wright (1992); y por
Eppen, et al. (2000), expresados en las siguientes caracteristicas:

- Cada restriccion de meta consta de dos miembros:
- Primer miembro: g (X,..., X ).
- Segundo miembro: b,

- Las restricciones de metas se escriben utilizando variables de desviacion
no negativas: d;, d;".

- En la optimizacion, al menos una de las variables d, d*, siempre sera

cero.

- La variable d; representa la deficiencia, y la variable d.* representa el
exceso, en la formulacion matematica general se dan otras definiciones
similares.

- Siempre que se usa d; vasumadaeng (X,..,X):g(X,.., X ) +d..
- Siempre que se usa d," varestadaeng (X,.., X ) : g (X,..., X )-d".

- Solo aparecen variables de desviacion o subconjunto de ellas en la funcion
objetivo. El objetivo siempre es minimizado.
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- Las variables de decision Xj no aparecen en la funcioén objetivo.
Tipos de restricciones de metas
[- Blanco o propdsito:
Hacer g (X,,..., X ) tan proximo a b,como sea posible.
Restriccion: g (X,,..., X ) +d -d" =D.
Funcion objetivo, Minimo: +d: +d.".
[I- Minimizar deficiencias o minimizar el valor faltante:
Restriccion: g (X,,..., X ) +d -d" = b.
Funcion objetivo, Minimo: +d..
Restriccion equivalente: g (X ..., X ) +d >b.
[1l- Minimizar excedente:
Restriccion: g (X,,..., X ) +d -d* =D.
Funcion objetivo, Minimo: +d.".
Restriccion equivalente: g (X,..., X ) -d." <b.
IV- Restriccion del intervalo de la meta:
Restricciona. <g (X,,..., X ) <b.
Expresandolo como unameta: a, +d; <g(X,.., X )<b -d".
Lo que equivale a las dos restricciones: g (X,,..., X ) +d - >a.
gX,...X)-d"<b,.

En general, las restricciones de meta son expresadas con mayor frecuencia
en forma de igualdad, usando las variables de desviacion de exceso -d;" y de
holgura +d que se requieran.

Formulacion general del problema de programacion del movimiento
de rebafo

La produccion ganadera y el crecimiento del rebafio se planifican con ayuda
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de célculos especiales en dependencia de las particularidades biologicas
de cada una de las categorias de los animales.

Encorrespondenciaconloanterior, lareproduccion delrebafioenlasempresas
ganaderas se realiza de forma planificada, mediante el balance conocido
como movimiento de rebafo, constituyendo uno de los procesamientos de
datos y tratamientos de la informaciéon mas importantes dentro del proceso
de planificacion del sistema de balance de la ganaderia (Gonzalez & Brezo,
1987).

El balance del movimiento de rebario sirve de base a la empresa ganadera,
para realizar el calculo de: la produccion bruta y mercantil ganadera, el
crecimiento del rebafio, los gastos de la formacion del rebafio, los costos
unitarios de los productos ganaderos, etc. Se utiliza en la determinacion
de los requerimientos de los alimentos para el ganado, de las instalaciones
productivas, del nimero de trabajadores, cantidad de salario a pagar, etc.

El ganado vacuno se subdivide en una serie de categorias de edad-sexo,
partiendo del desarrollo fisioldégico de la masa ganadera y de las formas
organizativas tomadas para su cria y explotacion.

Una forma muy utilizada para dividir el ganado vacuno en varias categorias
es la siguiente:

- Hembras: vacas, novillas, afnojas, terneras hasta 12 meses y terneras
recién nacidas.

- Machos: bueyes, sementales, toros de ceba, toretes, afojos, terneros
hasta 12 meses y terneros recién nacidos.

Esta representacion de division por edad-sexo esta basada en plazos
anuales de desarrollo del ganado vacuno y posee la caracteristica de que,
al afo siguiente del periodo analizado, todos los animales se transfieren a la
categoria superior de edad, o se utilizan para la venta con destino a carne o
a otras empresas.

En la produccion ganadera, aparecen condiciones alternativas para el
movimiento de rebafio que se reflejan en la siguiente problematica ¢ Cuantas
cabezas de cada categoria edad-sexo es necesario extraer y vender, asi
como transferir, a la siguiente categoria en orden superior?
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La transferencia o extraccion del ganado depende de la existencia de
cabezas al inicio del afno, de la cantidad de nacimientos, y de la necesidad
de tener al final del afio una determinada estructura en el rebafio que
garantice la reproduccion normal del ganado en el futuro y el crecimiento de
la produccioén de carne y leche segun los ritmos planificados.

Ademas, es necesario tener en cuenta las siguientes situaciones: primero,
el porcentaje de extraccion de ganado para carne o para vender por
cada categoria, el cual deberé ser calculado de forma que se obtenga la
cantidad maxima de produccion ganadera y se asegure, al mismo tiempo,
una correlacion estructural entre categorias, que permita la reproduccion
normal del rebano en los siguientes ciclos de su desarrollo; segundo, /as
transferencias de los animales de una categoria a la siguiente en edad- sexo,
deben realizarse manteniendo los plazos de cria normales del rebano, en
correspondencia con las caracteristicas de cada categoria (Gonzalez &
Brezo, 1987).

Para lograr lo antes expuesto, dada su complejidad, y dar solucién a la
problematica planteada, se utilizan los métodos modernos de planificacion,
mediante el empleo de técnicas cuantitativas de gestion como la modelacion
econdmico-matematica, que se ajusta a los requerimientos anteriores, a través
de un modelo de programacion matemadtica de meta lineal con prioridades.
Segun Moskowitz & Wright (1992), este tipo de modelo matematico es
mas flexible que el de programacion lineal, ya que permite que las metas
conflictivas e inconmensurables sean especificadas y conduzcan a una
solucion satisfactoria, en término de las metas prioritarias de la administracion.

En el capitulo se analiza y desarrolla un modelo de Programacion Matematica
enfocado como modelo de Programacion de Meta Lineal, relacionado con la
planificacion ganadera.

Planteamiento del modelo econdmico-matematico

Formulado el problema y definidos cualitativamente sus parametros, se
procede a la construccion del modelo fase, que se caracteriza por la
representacion matematica del problema objeto de estudio.

En la modelacion matematica de los procesos econdémicos y productivos, se
deben considerar la mayor cantidad de factores que influyen de una forma u
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otra en el problema planteado, para lograr obtener una solucién adecuada.
En la determinacion de la planificacion ganadera, con el fin de lograr que el
proceso econdémico modelado sea lo més real posible, se tienen en cuenta los
factores mas relevantes de la planificacion de movimiento de rebafio, tratando
de no obviar aquellos que, de una manera u otra, tienen mayor incidencia
en la problematica modelada, es decir, se realizaron abstracciones de los
aspectos menos esenciales, a fin de evitar decisiones erroneas.

Los factores que deben tenerse en cuenta son los siguientes: existencia del
rebafio al inicio del afio, nacimientos de terneras y terneros programados,
ganado extraido para carne o ventas, tasa de mortalidad del ganado, peso
vivo promedio de cada cabeza, llegadas de las categorias inferiores, compras
a terceros, transferencia de ganado a categorias inmediatas superiores,
produccion promedio de leche anual por vaca, correlacion entre categorias
por sexo, criterios de reemplazo, crecimiento del rebafio, y la produccion
mercantil de carne en pie del rebafio, entre los mas importantes.

La posibilidad de conjugar estos factores sobre una base cientificamente
argumentada se logra mediante el planteamiento de modelos econémico-
matematicos de programacion de meta con prioridades, para determinar
la estructura satisfactoria del movimiento de rebafio, cuyo objetivo primario
estara encaminado a minimizar la desviacion de las metas, garantizando al
mismo tiempo la produccién de carne y leche planificada.

Considerando el andlisis realizado sobre el objeto de estudio practico se
construye un modelo econémico-matematico de meta con prioridades para
determinar la estructura satisfactoria del movimiento de rebafio.

Tomando como referencia a Gonzalez & Brezo (1987), los elementos
mas relevantes del movimiento de rebafio del ganado vacuno pueden
ser expresados mediante la nomenclatura de las variables de decision y
parametros del modelo que se muestran en la tabla 2.1, donde el ganado
vacuno se subdivide en una serie de categorias de edad-sexo, partiendo
del desarrollo fisiolégico de la masa ganadera y de las formas organizativas
consideradas para su cria y explotacion.

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 162



Tabla 2.1. Nomenclatura de las variables de decision y parametros del movimiento
de rebano (donde: i = 1,...,12 diferentes categorias de edad y sexo).

Categorias Existencia | Nacimientos Porcentaje Porcentaje | Peso vivo
de edad y sexo al inicio previstos de ganado de pérdidas | promedio
del ano extraido para (tasa de de cada
carne o ventas | mortalidad) | cabeza de
X; ganado
1
(cabezas) (cabezas) (%) (%) (ka)
1- Vacas a, - X, m, P,
2- Novillas a, - X, m, D,
3- Afojas a, - X, m; D,
4-Terneras, hasta un afio a, X, m, p,
5- Terneras, crias a,=0 c, X m s
6- Toros Ceba a, X, m )2
7- Bueyes a, - X, m, P,
8- Sementales a, - X m, Dy
9- Toretes a, - X, m, D,
10- Afiojos a, - X, m, b,
11- Terneros, hgsta un afio a, - X” m, Py
12- Terneros, crias a,=0 c, X, m, D,
Total a - - - -
Categorias Llegadas de Transferencia Existenciaal | Compras
de edad y sexo las de ganado final del afio | a terceros
categorias a categorias
inferiores superiores
Xim Xiszn Xi+3n Xi+4n
(cabezas) (cabezas) (cabezas) (cabezas)
1- Vacgs X, X, =0 X, X,
2- N?v!llas X, X, X, X,
3- Anojas Xzs Xz7 XJ9 st
4-Terneras, hasta un afio X, X, X, X,
5- Terneras, crias X,=0 X, X, =0 X,
6- Toros Ceba X, X,,=0 X, X,
7- Bueyes X, X, =0 X, X,
8- Sementales X,, X,,=0 X, X,
9- Tor?1?8 Xzz XJJ X45 X57
10- Afojos X,, X, X, X,
11- Terneros, hasta un ano XB st Xﬂ X”
12- Terneros, crias X,=0 X, X,=0 X,,
Total - - b -

uente: Elaboracién de los autores a partir de Gonzéalez & Brezo (1987).
En la especificacion de la nomenclatura, se anulan algunas variables de

decision (Xi+n, Xi+2n, y Xi+3n) y paréametros del modelo matematico de
metas con prioridades, dadas las siguientes condiciones:
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- En las categorias superiores de vacas, toros, bueyes y sementales, no
existen transferencias de animales a categorias superiores, por tanto, las
variables transferencia de ganado a categorias superiores (an): X

25’
X,, X,y X,,, soniguales a cero.

- En las categorias inferiores de crias recién nacidas no existen llegadas
de otras categorias inferiores, ya que no existen; en estas condiciones,
las variables llegadas de categorias inferiores ( Xin ): X, yX,,seanulan.

- Los animales pertenecientes a las categorias terneras crias y terneros
crias, al finalizar el afio pasaran a la categoria siguiente: terneras y
terneros hasta un afno de edad. En correspondencia con lo expresado,
las variables existencia al final del afo (4/\i+3n): X,y X, son iguales
a cero, y por consiguiente, la existencia a inicio de afio de terneras y
terneros crias son iguales a cero, por tanto los parametros a, y a,, se
anulan.

Planteamiento general del modelo economico-matematico de meta
con prioridad para la programacion del movimiento de rebafio

Paraeldesarrolloylaconstruccion practica delmodelo econdmico-matematico
de meta con prioridad, parala programacion del movimiento de rebafo, que se
expone a continuacion, se tiene como referencia el modelo de programacion
lineal desarrollado por Gonzalez & Brezo (1987), las aplicaciones de modelos
de planificacion en la cadena de suministro agroalimentario realizada por
Ahumada & Villalobos (2009), el modelo de programacion de meta para la
planificacion de la produccion presentado por Mezghani, et al. (2009), las
aplicaciones de modelos matematicos en el manejo de ganado vacuno
realizada por Stygar & Makulska (2010), la aplicacion de la programacion de
meta para la planificacion agricola realizada por Ortufio & Vitoriano (2011), la
aplicacion de la programacion de meta en la gestion agricola expuesta por
Dave (2015), y la aplicacion del enfoque de multicriterios para la asignacion
Optima de recursos realizada por Zgajnar & Kavcic (2016).

indice:

i=12,...,n Categorias de edad y sexo, con un valor de n = 12.

Donde: i = 1 Vacas, i = 2 Novillas, i = 3 Afiojas, i = 4 Terneras hasta un afo,
i = 5 Terneras crias, i = 6 Toros de Ceba, i = 7 Bueyes, i = 8 Sementales,
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i = 9 Toretes, i = 10 Afiojos, i = 11 Terneros hasta un afio, e i = 12 Terneros
crias.

Variables de decision:

Porcentaje de cabezas del rebario destinadas ala venta o al sacrificio
X i por categoria de edad y sexo i.

Cantidad (numero) de cabezas del rebafio correspondientes a la
X i+n | categoria de edady sexo i, llegada de la categoria inmediata inferior.

Cantidad (numero) de cabezas del rebafo correspondientes a la
X i+2n | categoria de edad y sexo i, transferidas a la categoria inmediata
superior.

Cantidad (numero) de cabezas del rebafio por categoria de edad y
Xi+3n sexo i, al final del afio.

Cantidad (numero) de cabezas de animales a comprar por categoria
X i+4n | de edad y sexo i a terceros.

Definicion general de las variables de desviacion:

d’: Sobrelogro de la meta en la restriccion i-ésima (cantidad en que se
supera la meta).

d;: Sublogro de la meta en la restriccion i-ésima (cantidad en que no supera
la meta).

Definicion particular de las variables de desviacion:

d,”yd,: Cantidad por encimay por debajo, respectivamente, respecto a la
meta de la restriccion del movimiento de las categorias por edad y sexo i del
rebafo.

d,’yd,: Cantidad por encimay por debajo, respectivamente, respecto a la
meta de la restriccion que garantiza la transferencia de animales hacia las
categorias i inmediatas superiores.

d;: Cantidad por debajo respecto a la meta de la restriccion que garantiza la
existencia del rebafio planificado al final del afio.

d,"yd, Cantidad por encima y por debajo, respectivamente, respecto a la
meta de la restriccion que garantiza la correlacion estructural necesaria entre
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distintas categorias i.

d;"y d;: Cantidad por encima y por debajo, respectivamente, respecto a la
meta de la restriccion que garantiza la produccién mercantil de carne en pie
del rebafio.

Definicion de los coeficientes y parametros del modelo.

Notacion: Definicion de parametros y coeficientes del modelo:

Cantidad (numero) de cabezas del rebafio a inicio del afio, por
a; categoria de edad y sexo i.

a Cantidad (numero) total de cabezas del rebafio a inicio del afio.

Cantidad (numero) de cabezas previstas a nacer de las categorias
Ci terneras crias y terneros crias i.

Porcentaje de pérdida (tasa de mortalidad), por categoria de
mi edady sexoi.

Kilogramos del peso vivo promedio de cada cabeza de ganado,
P; por categoria de edad y sexo i.

Cantidad minima y méaxima de cabezas de ganado, por categoria
g ; By de edad y sexo i, respectivamente.

Cantidad minima y maxima de cabezas de ganados a comprar,
por categoria de edad y sexo i, respectivamente.

Y
=

~.
~

Cantidad (numero) de cabezas minimas de vacas necesarias
para garantizar la produccion de leche planificada de las vacas.

Produccion promedio de leche anual por vaca, en litros.

Plan de produccion de leche para el afio, litros.

VRS

Cantidad (numero) de cabezas del rebafio planificadas total, al
final del ano.

> | O

. hr Porcentaje minimo y maximo de ganado extraido para carne o
P venta por categoria de edad y sexo i, respectivamente.
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Valor méaximo de proporcionalidad de la correlacion estructural
tr entre la categoria de edad y sexo inferior (i+3n), con respecto
a la categoria de edad y sexo inmediata superior [(i+3n)-1] del
rebafio al final del afo.
Ritmo de crecimiento o decrecimiento del rebano, donde:
E A A A A .
2 — —
E(Yt/Xz) - Yt - ﬁl iﬂth
superior Limite superior del intervalo de confianza para £, .
inferior Limite inferior del intervalo de confianza para g, .
B Produccion mercantil de carne en pie del rebafio.
Cantidad (numero) de cabezas del rebario destinadas a la venta
a: X o al sacrificio, por categoria de edad y sexo i, excepto terneras
100 crias y teneros crias.
Cantidad (numero) de cabezas del rebafio que desaparezcan por
aimi las diferentes causas de pérdida, como mortalidad, por categoria
100 de edad y sexo i, excepto terneras crias y teneros crias.
Cantidad (numero) de cabezas del rebafio destinadas a la venta
ci X o al sacrificio, por categoria de edad y sexo, de terneras crias y
100 teneros crias.
Cantidad (numero) de cabezas del rebafio que desaparezcan por
Cimi las diferentes causas de pérdida, como mortalidad, por categoria
100 de edad y sexo, de terneras crias y teneros crias.
Término que representa la produccion mercantil de carne en
aiXi P, pie de las categorias de edad y sexo i, excepto las categorias
100 " | terneras crias y terneros crias.
ci X Término que representa la produccion mercantil de carne en pie
“100 Pi| delascategorias de edady sexo i, terneras crias y terneros crias.
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Definicion de las metas de preferencia:

Se definen en orden de importancia decreciente, siendo P, la prioridad mas
importante.

P Para garantizar produccion mercantil de carne en pie del rebario.

P, Para garantizar el plan de cabezas del rebafo por categoria de edad y
sexo al final del afio.

P Para garantizar la adecuada correlacion estructural entre distintas
categorias.

P, Para garantizar el adecuado movimiento de las categorias por edad y
sexo del rebafno.

P, Para garantizar la transferencia de animales hacia las categorias
inmediatas superiores.

Sistema de restricciones:

Restriccion de tipo I: Para el movimiento de las categorias por edad y sexo
del rebafio.
aiX

j - + _ aim;
100 : _Xi+nX i+4n + Xi+2n + Xi+3n + dli_dli —ai” 11001

i=12346,789]10]11

Restriccion de tipo Il: Para el movimiento de las categorias terneras crias y
terneros crias del rebafio.

ciXi _cmi . _
100 "X T e gg 1 1T

Restriccion de tipo Ill: Para garantizar la transferencia de animales hacia las
categorias inmediatas superiores.
CliXi

- + _ aim;i - o
LNt X g+ iy = g S 1223491011

Restriccion de tipo IV: Para garantizar un determinado volumen o rango de
animales en algunas de las categorias.

> _
X;,'+3n —gi 0= 1,2,...n
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e, §=
Xf+3n_gi' i=12...n

Una aplicacion de la restriccion a las vacas consiste en garantizar un
rebafio final de vacas con el que se podra cumplir el plan de produccion
de leche; se expresa por:

Xi+3n = V : i=1

La cantidad correspondiente a V' se determina como:
_2r_,

V R 1

Que se obtiene a partir de:

P :(ai+§(i+3n)R
.+
P =(%)R

Restriccion de tipo V: Para garantizar el rebafio planificado al final del periodo
de un afio.

E Xi+3n+d3-:b

i=1.2.3.4.6.7.8.9.10.11

donde: b=a+ Lsupen.or

Restriccion detipo VI: Para garantizar la correspondencia entre latransferencia
de animales de una categoria a otra.

Xiin=X (rony =0, 1=12349,10,11
2 Xi+n'X3 =0 ; transferencia de toretes a las categorias
i=6,7.8

superiores.

Restriccion de tipo VII: Para regular la extraccion de animales para carne o
venta dentro de cada una de las categorias.

Xi Ehl ; i=1,2,...,n
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<
Xi=h, i=12..n

Restriccion de tipo VIII: Para garantizar la correlacion estructural necesaria
entre distintas categorias.

= + .
Xl+3n _t'X(i+3n)_1 + d4l "Wy — OY 1= 1,2,..., n

Restriccion de tipo IX: Para garantizar las compras a terceros.

Xian2d; i=12,...n
X;Mngdg ; i=12,.,n

Restriccion de tipo X: Para garantizar la produccion mercantil de carne en
pie del rebafio.

b aX: 5 ciXi p,+ds-di =B

i=1.2.3.4.6.7.8.910.11 100 tojos12 100

Restriccion de tipo XI: Condicion de no negatividad de las variables.

X, 20 i=12.m X g0 1= 120n
j =  =1,2,...
X220 i=12.0m Xisgy20 =120

Xi+4n >0 i=12,.,n

- + .
di>0 dj>0 i=123467890 11

- . . -
d;; >0 dj;>0 i=23490 1 d; >0

d;; >0 d ;>0 i=12..n d;>9 di >0

Funcion objetivo

Minimo Z = P (d5 +d{)+ P,d; + P(d}; +d;)+ P, (d}; +d;)+ P.(d;; +d3)
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Presentacion resumida del planteamiento general del modelo
econdmico-matematico de meta con prioridad para la programacion
del movimiento de rebafo.

Minimo Z = P (d; +d{)+ P d; + P (d}; +d;)+ P, (d}; +di}) + P (d; +d3)

sujeto a

aiXi ] . .
W_Xi+n_Xi+4n+Xi+2n+Xi+3n+d1i Ay =it

100
i=123,4,6,7,89,10,11

Ci_)(i+ - _Cimi  _512
100 Xi+2n Ci 100 ’
aiXi

diAdi - _Jf = _ainti ;-234910,11
100 +Xi+2n+d2i 2i T Adi 100 ! ’ T

X = .
i gl 1 1,2,...,7’!
< ! -
S 8 —gl 1 1,2,...,1’!

E Xi+3n + d; = b + Lsuperior
1=1.2.3.4.6.7.8.9.10.11

Xion=Xpana =0 i=123491011

E Xi+n'X3 =0

i=0.7.8

Y = i=1,2,...,

; _hl l n
A ghr i=12,.,n

X ; :

1

' - gt _ _
Xi+3n'tX(i+3n)_l+d4i 4i 0 i=L..,n
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X =di =120

i+4n 1

1 i=12,..n
Xf+4n _<d

1

2 anf + 2 Ci,Xf pﬁds_'d;:B

i=1,2,3,4.6,7,8.9.10.11 100 * =512 100

XZ.ZO i=12,..,n
X, 20 i=12..n

i+n

X >0 1=12,.,n
i+2n —

X =0 i=12,.,n
i+3n

i =1,2,...
Xi+4n20 i=12,.,n

Todos:
P T L7 e e e e Ly e d Sikd, S, S0l

2.3. Analisis de la construccion del modelo econémico-matematico
de meta con prioridad para la programacion del movimiento de
rebano

Se realiza un analisis sobre la construccion y aspectos esenciales del sistema
de restricciones, teniendo en cuenta los criterios de Gonzéalez & Brezo (1987),
asi como de la funcion objetivo, exhibidos en el planteamiento general del
modelo econdémico-matematico.

Restriccion de tipo |, para el movimiento de las categorias por edad y sexo
del rebafo, se representa la correspondencia existente entre los distintos
elementos relevantes del movimiento de rebafo para cada una de las
categorias por edad y sexo de los animales. Puede expresarse, en forma
general, mediante larelacion de los elementos siguientes, donde al determinar
la cantidad de animales para las categorias seleccionadas del rebafio al final
delano, X ;.3, . €S necesario sustraerle a la existencia del rebafio al inicio del
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afo, a; los animales destinados a la venta o al sacrificio, a{'gg" : los animales

que desaparezcan por las diferentes causas de pérdida, como mortalidad,
al“(?oi" ; y los animales transferidos a la categoria inmediata superior, Xivan:
ademas, se adicionan los animales que lleguen procedentes de la categoria

inmediata inferior, X i1, ; y los animales comprados a terceros, Xivan

La relacion de los elementos anteriores se puede expresar mediante la
ecuacion siguiente:

ai X aill; .
ai” ;00 - II()() : _Xi+2n - Xf+n+Xi+4n r Xi+3n . 1=12,3,4,6,7.89,10,11
Considerar como término independiente las magnitudes conocidas vy
constantes por categoria de edad y sexo i e incorporando las variables de
desviacion d," y d,;, se obtiene la restriccion de meta (restriccion de tipo
uno):

a: X e aimi . .
W_Xi+n'Xi+4n+Xi+2n+ X.‘[+3n+ d]i_dlt = ai_ﬁ’ i=12346,7891011

La restriccion de tipo |, para el movimiento de las categorias por edad y
sexo del rebafo, se debe cumplir para las categorias de edad y sexo: vacas,
novillas, afiojas, terneras hasta un afo; toros, bueyes, sementales, toretes,
anojos y teneros hasta un afo; no se debe utilizar en terneras y terneros crias.

Restriccion de tipo Il, para el movimiento de las categorias terneras crias y
terneros crias del rebafio.

Todas las terneras crias y terneros crias, excepto las crias que se destinan
para el sacrificio y ventas, y las que se pierden por alguna causa, deberan
ser transferidas durante el afio a la categoria inmediata superior, es decir,
trasladadas a las terneras y terneros hasta un afo de edad.

En el movimiento de rebafio, las categorias terneras y terneros crias pueden
expresarse, en forma general, mediante la relacion de los elementos siguientes,
donde para determinar el nimero de cabezas de las categorias terneras y
terneros crias, (Ci); se adicionan al nUmero de cabezas del rebafio destinados

a la venta o al sacrificio, (¢iX:); el nimero de cabezas que desaparezcan
100
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por las diferentes causas de pérdida, como mortalidad, (C;'Tngi ); y el traslado a
la categoria inmediata superior, ( X 2y, )-

- C:’X:’ Cilni il E
Ci 100 L 100 +Xf+2n’ 375’12
Al considerar como término independiente las magnitudes conocidas vy
constantes, por categoria de edad y sexo i, se obtiene la restricciéon de tipo
dos:

esX & 4 = _Cim;i .
100 Xz'+2n T Ci 100 ’

i=512

La restriccion de tipo Il para el movimiento de las categorias terneras crias y
terneros crias del rebafio, como su nombre lo refiere, se debe cumplir para
las categorias de edad y sexo terneras y terneros crias.

Restriccion de tipo Ill, para garantizar la transferencia de animales hacia las
categorias inmediatas superiores.

Como resultado del movimiento de rebafio, se debe asegurar la transferencia
o traslado de categorias inferiores hacia categorias inmediatas superiores
de todo el rebafo, lo que se puede expresar en forma general, mediante la
relacion de los elementos siguientes, donde para determinar las cabezas
de ganado correspondientes a la categoria de edad y sexo i, transferidas
a categorias inmediatas superiores, X iion: €s necesario sustraerle a la
existencia del rebafo al inicio del afio, a; los animales destinados a la venta
o al saorificio,a"X"; y los animales que desaparezcan por las diferentes

100
causas de pérdida, como mortalidad, aliT’?i.

La restriccion de tipo Il se considera para las categorias de edad y sexo:
novillas, afiojas, terneras hasta un afio, afiojos, toretes y teneros hasta un afio.

La relacion de los elementos anteriores se puede expresar mediante la
ecuacion siguiente:

X = ai X aiMi i=23491011
+2n - dit 100 100

Considerar como término independiente las magnitudes conocidas vy
constantes por categoria de edad y sexo i e incorporando las variables de
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desviaciond, "y d,’, se obtiene la restriccion de meta (restriccion de tipo tres).

CZ{T)()(i+Xi+zn+dii‘ 5= ai‘%; i=2349,1011
La restriccion es necesaria para asegurar la transferencia de animales hacia
las categorias inmediatas superiores, no incurriendo en redundancias; las
restricciones de este tipo acotan el conjunto convexo de las soluciones
posibles y su eliminacion variaria el conjunto de la solucién satisfactoria.

Restriccion de tipo 1V, para garantizar un determinado volumen o cantidad
de animales al finalizar el periodo de planificacion anual. En algunas de las
categorias, se puede utilizar la siguiente restriccion:

Xisan =g, i=12uun

XH—?)H gg; ; i=12,..,n
Aplicacion de la restriccion a las categorias de vacas y toros.
Aplicacion a la categoria vaca:

Con vista a garantizar el cumplimiento del plan de produccion de leche
previsto para el afio, es necesario calcular el rebafio de vacas para lograr
dicho propdsito, es decir, la cantidad minima de vacas necesarias para
asegurar la produccion de leche. Se plantea la expresion matematica que
permite calcular el plan de produccion de leche para el afio, P, mediante
la media entre el numero de cabezas del rebafio de vaca al inicio del afio

a,y el nimero de cabezas del rebafio de vaca al finalizar el afio <X i+3n
multiplicado por la produccién de litros promedio de leche por vaca previstos,
R, resultando:

P _ ai+§i+3n ‘R

El nimero de cabezas del rebafio de vaca al finalizar el afo Xi.+an,
debe asegurar el numero de cabezas minima de vacas necesarias, V, para
garantizar la produccién de leche planificada de las vacas.

Entonces:
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a*V . =
P =|——5 | R despejando a V, tenemos que: V' =%

Por tanto, para garantizar el rebafio final de vacas con el que se podra cumplir
el plan de produccién de leche, se expresa por la restriccion de tipo cuatro:

= P
XHBH*V’I_I

Una aplicacion a la categoria de toro:

Si se planifica mantener la misma cantidad de toros de la existencia inicial,
entonces la restriccion quedaria expresada de la siguiente forma:

Xl+3n:a1 : i=6

Restriccion de tipo V, para garantizar el rebafo planificado al final del periodo
de un afo.

Para garantizar la obtencion, al final del periodo de un afio, del volumen total
del rebafo planificado para el periodo, se considera la relacion matematica
donde la suma de las cabezas de ganado por categoria de edad y sexo i,
al final del afio, X i+3n, debe ser mayor o igual que el numero de cabezas
del rebafio planificadas total al final del afo, b, exceptuando las terneras y
terneros crias.

En dependencia de las capacidades productivas de la empresa objeto de
estudio, se planifica un porcentaje de crecimiento (o decrecimiento) general
del rebafio, con respecto al rebafio total al inicio del afio. El crecimiento (o
decrecimiento) general del rebafio se puede estimar aplicando el andlisis
estadistico que se exhibe en el epigrafe 2.5.

El término independiente de la restriccion que garantiza el rebafio planificado
al final del afio se puede plantear aplicando la estimacion por intervalo.
Para proporcionar mayor flexibilidad al modelo de programacion de meta,
se pueden utilizar los limites de la estimacion por intervalos de la siguiente
forma:
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E > . .
Xi+3n T 2 L]nferlor Y
i=1,2.3.4.6. 7.8,9.10,1 1

X : < 2
_ Z +=Bn— d + Lsuperlor
i=1,2,3,4,6, 7.8,9,10,1 1

Se considera como término independiente de la restriccion V, el nimero
de cabezas planificadas total del rebarfio al final del afio b, calculandose
como b=a+L Ademas, a la restriccion se le incorpora la variable

superior”

de desviacion d; , obteniéndose la restriccion de meta (restriccion de tipo

cinco):

X

i=1,2,3,4,6,7,8,9,10,1 1

donde: b=a+L

sup erior

Restriccion de tipo VI para garantizar la correspondencia entre la transferencia
de animales de una categoria a otra.

En el movimiento de rebafio es trascendental la relacion que debe de existir
entre las cantidades de animales transferidos a categorias inmediatas
superiores y las cantidades de animales recibidas de categorias inferiores.
La relacion existente entre estos elementos del movimiento de rebafio se
muestra a continuacion:

X,,= X, Garantiza la transferencia de novillas para vacas.
X,,=X,, Garantiza la transferencia de afojas para novillas.
X,;= X, Garantiza la transferencia de terneras hasta un afio para afnojas.

X,,= X,, Garantiza la transferencia de terneras crias para terneras hasta
un ano.

X,,= X,, Garantiza la transferencia de ariojos para toretes.

X,,= X,; Garantiza la transferencia de terneros hasta un ano para anojos.
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X,,= X,, Garantiza la transferencia de terneros crias para terneros hasta
un ano.

X+ X,+ X, = X, Garantiza la transferencia de toretes para toros,
bueyes y sementales.

De manera general, la relacion que representa la correspondencia entre la
transferencia de animales de una categoria a otra, se muestra mediante la
restriccion siguiente:

Xion™ X (iv2ny - 1=12349,10,11

Z Xin-X 33 =0 para la transferencia de toretes a las categorias

i=6.7.8
superiores.

Considerando las variables en el miembro de la izquierda, se obtiene la
restriccion de tipo seis:

Xiin=X (ana =07 1=12349.10,11

Z Xiin-X 3 =0 para la transferencia de toretes a las categorias

i=6.7.8
superiores.

Restriccion de tipo VII, para regular la extraccion de animales para carne o
ventas, dentro de cada una de las categorias.

Este tipo de restriccion se utiliza si es necesario regular dentro de determinado
rango o intervalo la extraccion de ganado que se destine para carne o ventas,
por cada una de las diferentes categorias.

La restriccion se plantea estableciendo una relacion entre las cabezas del
rebafio destinadas a la venta o al sacrificio por categoria de edad y sexo i,
i, CONn respecto a porcentajes minimos y maximos del ganado extraido
para carne o venta establecidos por categoria de edad y sexo i, h y h'
respectivamente. Generandose las siguientes restricciones:

X _hi ;i=12,..,n

)
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X, =h, i=12..n

Este tipo de restricciones garantiza en el modelo la salida de cabezas de
ganado por cada categoria y el volumen de produccion de carne.

Restriccion de tipo VIII, para garantizar la correlacion estructural necesaria
entre distintas categorias.

Este tipo de restriccion expresa las correlaciones estructurales entre las
diferentes categorias de edad y sexo del rebafio, lo que es necesario para
asegurar una determinada estructura del rebafio al final del afio, que posibilite
el adecuado proceso de reproduccion para los proximos periodos. Este tipo
de restriccion permite vincular los volumenes finales de cada categoria del
rebafio entre si.

La restriccion se representa estableciendo una relacion entre las cabezas de
ganado por categoria de edad y sexo, al final del afio, X i+3x, con respecto

! L. . . . .

al producto de f (valor maximo de proporcionalidad de la correlacion
estructural entre la categoria de edad y sexo superior (i+3n) con respecto a
la categoria de edad y sexo inmediata inferior [(i+3n)-1] del rebario, al final

del afo), por X (i+3x)1° Se genera la siguiente restriccion:
Xi+3n = t’ X(i+3n)—1; i=12,..,n

Considerando las variables de decisién en el miembro de la izquierda e
incorporando las variables de desviacion d," y d,’, se obtiene la restriccion
de meta (restriccion de tipo ocho):

4 - + = LR —
Xiaan-t X(i+3n)—1+d4i dy;=0;i=12,..n
A continuacion, algunas situaciones en que se puede utilizar este tipo de
restriccion:

- Correlacion entre vacas y novillas: las novillas en el rebafo deben tener un
volumen que satisfaga las necesidades anuales para el reemplazo de las
vacas y garantice el crecimiento del rebafio de las vacas.

- Correlacion entre novillas, afiojas y terneras hasta un afio: para una buena
seleccion de las novillas se debe tener suficiente cantidad de afiojas y
terneras hasta un afo.
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- Correlacion entre toros, anojos y terneros hasta un afo: los anojos en el
rebafo deben tener un volumen que satisfaga las necesidades anuales
para el reemplazo de los toros y garantice el crecimiento del rebano de los
toros. Para asegurar los afojos, es necesario contar con terneros de hasta
un afno que los sustituyan.

Restriccion de tipo IX, para garantizar determinada cantidad de animales
comprados a terceros el periodo de planificacion anual, se pueden utilizar
las restricciones siguientes:

Xian=dii=12,n
Xuan=d} i=12,..n

Restriccion de tipo X, para garantizar el cumplimiento de la produccion
mercantil de carne en pie del rebafio, a la suma de los términos que
representan la produccion mercantil de carne en pie de todas las categorias
de edad y sexo i, se le incorporan las variables de desviacion a’5+ y dj' e
igualandolo a la produccion mercantil de carne en pie del rebafio prevista, se
E 2 ., p,+ Z Bk 5 pi+d5—_d5+:B

i=1,2,3,4,6,7,8,9,10,11 100 i=5,12 100

Funcion Obijetivo.

Se construye considerando las desviaciones definidas y el orden de prioridad
establecido con los decisores, tales como: primero, garantizar produccion
mercantil de carne en pie del rebario (P,); segundo, garantizar el plan de
cabezas del rebario por categoria de edad y sexo al final del afo (P,); tercero,
garantizar la adecuada correlacion estructural entre distintas categorias (P,);
cuarto, garantizar el adecuado movimiento de las categorias por edad y sexo
del rebano (P,), y quinto, garantizar la transferencia de animales hacia las
categorias inmediatas superiores (P;).

Minimo Z =P (d; +d5)+ P d; + P (d;; +d;)+ P, (d;, +d;) + P(d3; +d3)
2.4. Determinacion y validacion matematica de parametros del
modelo

Después de haber detallado el planteamiento mateméatico del modelo
econdmico-matematico de meta con prioridad y previo a la conformacion del
modelo numérico, se muestra:
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- la estimativa y la inferencia de la funcion de regresion, proceso en que se
determina y valida la cantidad de cabezas del rebafio planificadas total al
final del afio (b), con el propésito de robustecer la solucion del modelo, y

- el analisis estadistico, para comprobar la correspondencia entre la
estructura satisfactoria obtenida y la planificada del rebafio para el afio.

2.4.1. Estimativa e inferencia de la funcién de regresion

Para realizar la estimativa y la inferencia de la ecuacion de regresion, se
tienen en cuenta los siguientes aspectos, que se encuentran desarrollados
tedricamente en este epigrafe:

I- Estimativa de la funcién de regresion. Estimadores minimos cuadraticos.

[I- Validacion de la funcion de regresion estimada. Prueba F de Fishery
prueba t de Student.

[1I- Coeficiente de determinacion, coeficiente de correlacion y prueba de
hipotesis en el andlisis de correlacion.

IV- Pruebas de los supuestos de la funcion de regresion estimada.

V- Andlisis del intervalo de confianza para f3; .

VI- Validacion de la funcion de regresion estimada a través del intervalo de
confianza para f,.

En el estudio tedrico y practico de la estimativa, inferencia y validacion
de la funciéon de regresion, se toma como fundamento los procedimientos
metodoldgicos abordados en los temas de econometria relacionados con
la regresion lineal simple y con los supuestos basicos, desarrollados por
Guijarati (2003); Wooldridge (2008); Gujarati & Porter (2010); y Espallarga &
Solis (2012).

|- Estimativa de la funcion de regresion. Estimadores minimos
cuadréaticos

El propdsito de obtener los estimadores minimos cuadraticos consiste en
determinar la cantidad de cabezas del rebano planificadas total al final del
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ano (b). Se procede como sigue:

- Primeramente, se estima el ritmo de crecimiento o decrecimiento de lamasa
ganadera ( ,82 ) estimador minimo cuadréatico o coeficiente de regresion
de la funcion de regresion lineal estimada E(Yt/Xt) Y ,Bl +ﬂ2

- Segundo, a partir de ,32 se determina cantidad de cabezas del rebafio
planificadas total al final del afio (b), comob =a + L. -
Primero: determinacion de los estimadores minimos cuadraticos de la funcion
de regresion.
Apartirdeunamuestrasimple aleatoriade la serie histérica del comportamiento
anual de la cantidad total de animales del rebafo, es posible ajustar una
funcién continua representada por la funciéon de regresion lineal estimada,
E(Yt/Xt) Y, = B, £ B,X,; el signo de ,32 depende del comportamiento
de la serie de los datos ajustados, donde, Y es la cantidad de cabezas del
rebafio total al final del afio, estimada por la funcién de regresion lineal en
el periodo t (en cabezas), representa la variable dependiente o regresada
X, es la variable independiente o explicativa tlempo (en afo); ﬂl y ,32 son
los estimadores minimos cuadraticos, siendo, ﬂl el intercepto con el eje Yo
valor que toma Y como promedio, cuando X = 0, y B, es la pendiente de la

recta.

Los estimadores minimos cuadraticos de la funcion de regresion, ﬁl y ﬂz,
se determinan por las expresiones matematica obtenidas a partir del sistema
de ecuaciones normales, como se expone a continuacion.

Aplicando el Método de los Minimos Cuadrados Ordinarios para realizar el
ajuste al modelo Ey, x,y =Y = ﬁ1'+ B X, +U, , conduce a un sistema de
ecuaciones normales de dos ecuaciones con dos incégnitas, como:

n n

ZYI —np, _ﬂZZXi =

i=1 i=1

n n n
ZXiYi _ﬂlin _ﬂZZXiZ =
i=1 i=1 =
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El sistema de ecuaciones normales tendra tantas ecuaciones e incognitas
como parametros tenga el modelo.

Resolviendo el sistema de ecuaciones normales, se obtlenen los estimadores
minimos cuadraticos de B, y P, . representados por ,31 y ,32 ;las expresiones
resultantes son las siguientes:

- Para el estimador minimo cuadratico /3, .
n n
Y X
D YA S
ﬁl =— _ﬂz -
131 =Y _ﬂzX

- Para el estimador minimo cuadratico 3 .

n

5 in_Yi—n)?Y
2 = n
2
2% -

Realizando algunas transformaciones, [, se puede expresar por las
siguientes expresiones:

D 65 7 )

Sxy, = . Z(X —~ SOHE: i)

,éz ==l - n > o B, =-—
(E) Fo, o
Sa7 T
n

Sg puede comprobar que los puntos criticos de la funcién B
B,, son estimadores que cumplen con la condicién de minimo,
Constltuyendo estimadores minimos cuadraticos. Por tanto, la funcién
E(Y;/Xt) Y, = ﬂl +ﬁ’2X también cumplir4 con la condicién de minimo,
llamandose funcion de regresion minimo cuadrédtica. Dicha funcion
proporciona una estimacion del valor medio esperado de Y, para cada valor
fijo de X.
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Los estimadores minimos cuadraticos de la funcion de regresion
Exyy=Y =p,£5,X se pueden determinar por la via matricial,
empleando el mismo procedimiento desarrollado en el epigrafe 1.6.1, que
es valido para cualquier modelo que presente linealidad con respecto a
los parametros. En el epigrafe 2.5 se presenta una situacion practica para
la determinacion de los estimadores minimos cuadraticos de la funcion de
regresion E v,y =Y =, £ ,X , por la via matricial.

El estimador minimo cuadratico o coeficiente de regresion B, es una

constante que expresa la tasa media de variacién de Y, al producirse un
incremento unitario en X, :

- Si B,>0, la funcién es creciente, y Y, aumenta en f,unidades, por cada
unidad que aumente X, .

A

- Si B, <0, la funcién es decreciente, y ¥, disminuye en |,é2| unidades, por
cada unidad que aumente X, .

La funcion de regresion E(Yt/)ﬁ) = );t = ,31 iﬁzX, , para la situacion objeto
de estudio, esta definida solo para los numeros reales positivos, o sea, el
Dom f ={x € M:x > 0} y |a funcién toma solamente valores positivos, es
decir laIm f={yeR:y>0}.

Segundo: a partir de B, se determina la cantidad de cabezas del rebario
planificadas total al final del afio (b).

La cantidad (numero) de cabezas del rebafio planificadas total al final del afio
(b) constituye el término independiente de la restriccion de tipo V del modelo

de Programacion de Meta Lineal, Z X 1-+3”+d3 =
i=1,2,3,4,6,7,8,9,10 11

restriccion encargada de garantizar el rebafo planificado al final del periodo

de un ario, siendo b=a + L donde: Lsuperior es el limite superior

superior ’

del intervalo de confianza para f,, y a es la cantidad (nimero) total de
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cabezas del rebafio a inicio del afio.

Para la estimacion y validaciéon del modelo de regresion lineal simple y por
tanto del ritmo de crecimiento o decrecimiento del rebario ( ﬁ’z ), se utilizan
las bondades que proporciona la estimativa y la inferencia del analisis
de regresion. Para determinar el modelo matematico de mejor ajuste, se
tienen en cuenta: la prueba de hipdtesis de F' de Fisher, ¢t de Student; asi
como las diferentes pruebas de los supuestos basicos de autocorrelacion,
homocedasticidad y normalidad. La estimacion y la inferencia del modelo se
realiza mediantes calculos manuales y mediante la aplicacion del paquete
de programa Eviews version 3.1, y del paqguete de programa estadistico
SPSS version 23.0, que posibilitan obtener los resultados estadisticos de los
modelos matematicos a verificar.

Il- Validacion de la funcion de regresion estimada. Prueba F' de Fisher
y prueba t de Student

Verificando la validez de la funcion de regresion estimada, mediante
la prueba F' de Fisher

Planteada la relacion funcional E y,, v, =Y, = f, + ,.X, donde se supone
la posible relacion funcional lineal entre la variable explicativa y la variable
respuesta, dicho supuesto debe ser verificado. La prueba de hipotesis para
comprobar este tipo de supuesto se obtiene mediante el analisis de varianza
en laregresion, que permite plantear una prueba de hipétesis para determinar
la validez del ajuste realizado (Espallarga & Solis, 2012).

Se conoce que el andlisis de varianza, desde el punto de vista de la regresion,
se basa en la descomposicion de la suma de cuadrados total; asociado a la
suma de cuadrados se encuentran sus grados de libertad, donde para la
relacion funcional considerada presenta las siguientes caracteristicas:

- SC, tiene n-1 grados de libertad.

- SC, tiene n-p grados de libertad, para el caso de una relacion funcional de
dos variables, existen n-2 grados de libertad.

- SC, tiene p-1 grados de libertad, para el caso de una relacion funcional de
dos variables, existe 1 grado de libertad.

donde:
n es el nimero de observaciones.
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p €s el numero de parametros que se estiman.

Como se ha expresado, para verificar la validez de la funcién de regresion
estimada, se hace a partir del anélisis de varianza en la regresion, cuyo
resultado para una funcion de regresion de dos variables se muestra en la
siguiente tabla de Analisis de Varianza (ANOVA).

Tabla 2.2. Andlisis de Varianza (ANOVA) para una funcion de regresion de dos
variables.

Fuente Suma de Cuadrado Grados de Suma de Cuadrados Medios
de SC libertad SCM
Variacion gl
Debido n . (p-1) SC
ala 5Cr =2, (Y,i- Y1)’ 1 SCM de SC, = 2 -8
regresion i=1 1
(8C,) ) . -
SC; =5, ( ZXiYi—nXY )
i=1
Debido a n . (n-p) SC
los SCx :Z(Yi*Yi)z n-2 SCM de SCR:—R:S%{
residuos =1 )
(8C,)
SC,=8C,-SC,
Total -
5S¢, SC, = (Y- )’ (n-1) i
i=1
n 2 _
SC-Y N -uf’
i=1

Fuente: elaborada por los autores.

donde:

SC, es la suma de cuadrados explicada por la regresion.

SC, es la suma de cuadrados debido a los residuos (al error).
p-1son los grados de libertad del numerador.

n-p son los grados de libertad del denominador.

S,f- es la varianza explicada por la regresion.

2 . . .
Sk es la varianza debido a los residuos.

Modelaciéon matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 186



Partiendo del supuesto de varianza constante en las Y, se tiene que la
. . . 2 . . .
varianza debido a los residuos (S ) es un estimador insesgado, y la varianza
explicada por la regresion (S ) solo serd un estimador insesgado si B, =o0.

Cuando f,= 0, las variables X y Y son independientes, ya que
si Y,=0+B,X,, vy PB,=0, entonces la variable X no explica el
comportamiento de la variable dependiente Y.

Para determinar la precision de la funcion de regresion lineal estimada, se
empleala prueba de hipétesis F'de Fisher, que se apoya en la descomposicion
de la variacion total. Comprobando si f, = 0, se puede validar el modelo
estimado, planteando las siguientes hipoétesis para verificar el supuesto
de relacion lineal entre las variables, siendo la formulacion de la prueba
de hipotesis Hozﬂ2 = 0 versus Hwiﬁzi 0; donde: 5, representa el valor
paramétrico de la ecuacion de regresion estimada.

La hipétesis nula, H: 8, = 0, es la hipétesis de las diferencias nulas, la que
representa la igualdad, siendo la que se somete a prueba, por tanto, es la que
se rechaza o no se rechaza. La hipotesis alternativa H,: B, = 0, representa
la hipdtesis de la investigacion, 10 que se va a contrastar, es la hipétesis que
deberé ser aceptada si la hipdtesis nula es rechazada.

A partir de los resultados del andlisis de varianza de la regresion, se determina
el estadistico de prueba o estadigrafo F.

El valor de F calculado, estimado, obtenido u observado, es

La region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion &, se
encuentra dada por W = {F eR: F>F_,(p-1 n-p) } :

El valor critico, tabulado o tedrico del estadistico F' esta definido por
Fi o (p-1 n—p)

Si el valor obtenido o calculado del estadistico de prueba [ = S,%/Slze

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 187



es mayor que el valor critico o tedrico Fl—a (p—1, n—p) se rechaza
la hipdtesis nula B, = 0 al nivel de significacion establecido, por tanto, no
existen razones para rechazar el supuesto de linealidad entre la variable
dependiente y la explicativa, y se acepta la funcién de regresion estimada
E(Y;/Xt) = )7, = ﬁl * ﬁ’th como buena predictora de la funcion de regresion
poblacional E(Yt/Xt) =Y, =p,+B,X,, y que el ajuste hecho es bueno.
Entonces, la funcion de regresion estimada E(Yt/)m = f’t Z,BAI i,ézX, se
puede utilizar para predecir el valor de la variable dependiente Y, a partir de
valores conocidos de la variable explicativa X.

Alternativamente, sila Prob (F-statistic) o valor p es menor que la probabilidad
de rechazar la hipoétesis nula siendo cierta, o probabilidad de cometer el error
de tipo | (nivel de significacion « ), se rechaza igualmente la hipdtesis nula.

Resumiendo la prueba de hipdtesis.
Formulacion de la hipotesis nula y alternativa:
Hy: B, =0
H:B,#0
Region critica para el estadigrafo ¢, dado el nivel de significacion « , es
W={FeR: F>F_ (p-1, n-p)|

Sc

E

Sz - B0 2
donde: F= =£ o F=P"! =__ B P8
122 p-1 SCR

n—p
Regla de decision:
- RechazarH, si F>F_,(p—1, n-p).

- NorechazarH,, si F<F|_,(p—1, n—p).
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Alternativamente:

- Rechazar H, si la Prob (F-statistic) o valor p < ¢ .
- No rechazar H,, si la Prob (F-statistic) o valor p > o .

La decision se puede tomar indistintamente con el estadistico de prueba o
estadigrafo F' obtenido del analisis de varianza, o con la Prob (F-statistic) o
valor p.

Verificando la validez de la funcion de regresion estimada mediante la
prueba ¢ de Student

Para verificar la confiabilidad de la funcion de regresion ajustada vy la validez
del ajuste realizado, también se emplea la prueba de hipoétesis ¢ de Student
sobre el coeficiente de regresién 5, mediante una prueba bilateral o de dos
colas.

Formulacion de la hipétesis nula y alternativa:
Hy: B, =0
H:pB,#0

Region critica para el estadistico de prueba o estadigrafo ¢, dado el nivel de
significacion ¢ , es

W=<teR: t<-t ,m-p o >t ,(n-p) ;.
-7 -9

~

El estadistico de prueba se calcula por l= t,é = 5—2 siendo
2 N

2

s s [s
2 n — 7 —
g DX, -X) D X} —-nX?
i=1

i=1

Regla de decision:

- Rechazar H,, si t<—l‘] «(m—p) © t>t1 «(m=p) .
T2 T2
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- No rechazar H,, si tZ—tl q(n=p) o Z‘Sl‘1 a(m=Dp)
2 2

O sea, —l‘l_g(n—p)ﬁfﬁtl_g(n—p)
2 2

Alternativamente:

- Rechazar H, si la Prob (#-statistic) o valor p < « .

- No rechazar H, si la Prob (7 -statistic) o valor p > o .
donde:

Sg es la varianza debido a los residuos.

S,é’ es el error estandar asociado al estimador minimo cuadratico ﬂz.
2

p es el numero de parametros de la funcion (p = 2).

Si el valor obtenido o calculado del estadistico de prueba l‘ﬁ2 = ,32 /Sﬂ2 es
menor que valor ¢ critico o tedrico — tl,ﬁ(" —2) 0 mayor que el valor critico o
tedrico l‘l_g (n-2) ,serechazala hipétésis nula ﬁz = 0 al nivel de significacion
establecidd Portanto, no existenrazones pararechazar el supuesto de linealidad
entre la variable dependiente y la explicativa, y se acepta la funcion de regresion
estimada E(Yt/Xt) = }}t = ,81 * ﬁzX, como buena predictora de la funcion de
regresion poblacional Ey,, y, =Y, = f, £ f,X,, y que el ajuste hecho es
bueno. Entonces, la funcion de regresion estimada E(Yt/xt) = I?t = ﬁ’l * ,32)(,
se puede utilizar para predecir el valor de la variable dependiente Y, a partir de

valores conocidos de la variable explicativa X.

Para tomar la decision, al igual que en la prueba de F, también se puede
utilizar alternativamente el valor p asociado al t-statistic de /3, .

Laspruebasdet y F'proporcionan dos formas alternas, pero complementarias,
de probar la hipétesis nula /3, = 0 enlos modelos con una variable explicativa.
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No obstante, en los modelos de regresion multiple, la prueba F' tiene varias
aplicaciones que hacen que sea un método Util y poderoso para demostrar
hipotesis estadisticas (Gujarati, 2003).

Ill- Coeficiente de determinacion, coeficiente de correlacion y prueba
de hipotesis en el analisis de correlacion

Coeficiente de determinacion
Se conoce del epigrafe 1.6.1, que a partir de la descomposicion de la suma

de cuadrados, SC,. = SC, + SC,, y dividiendo cada término entre la SC, se

obtiene 1= SCE =
por: e T
= o 2
Rz:ﬁgE :Z(yf) Z(yt 3:) lﬁg‘?
g (yi —y)2 (yl y)z g

i=1

El coeficiente de determinacion también se puede expresar en funcion de las
férmulas abreviadas de las sumas de cuadrados,

SCy = Ez ( ZXI.YI. ~nXY )y SC, = ny _ 57 . obteniéndose

=1 i=1

ZH: W — A"
=1

Coeficiente de correlacion lineal

El coeficiente de correlacion es una cantidad estrechamente relacionada
con el coeficiente de determinacion, pero conceptualmente diferente, ya
que es una medida del grado de asociacion entre la variable dependiente y
explicativa (Gujarati, 2003).

El coeficiente de correlacion lineal se calcula, a partir de su definicion, como:
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El coeficiente de correlacion lineal se calcula a partir del coeficiente de
determinacion R?, como: » = ++R?2
xy

A continuacion, algunas propiedades del coeficiente de correlacion, teniendo
en cuenta lo expuesto por Gujarati (2003); y Gujarati & Porter (2010):

- Puede ser positivo o negativo, en dependencia del signo del término en el
numerador de la expresion de su definicion.

- Se encuentra entre los limites de -1y +1; es decir, -1 < r <+1.

- Es simétrico por naturaleza, es decir, el coeficiente de correlacion entre X
y Y, r_; eslomismo que el coeficiente de correlacion entre Yy X, 7 .

- Si Xy Y'son estadisticamente independientes, el coeficiente de correlacion
entre ellos es cero. Si r= 0, esto no significa que las dos variables sean
independientes.

- Es una medida de asociacion lineal o de independencia lineal solamente;
Su uso en la descripcion de relaciones no lineales no tiene significado.

Prueba de hipodtesis en el anélisis de correlacion

El planteamiento de la prueba de hipdtesis paramétrica se realiza con
respecto al coeficiente de regresion poblacional Py siendo la hipotesis
nula, Hy: p, =0,y lahipdtesis alternativa a contrastar, H,: p »# 0.

La hipdtesis nula indica que no existe correlacion lineal entre las variables
poblacionales, pues el coeficiente de correlacion poblacional es igual a cero,
y la hipdtesis alternativa expresa que existe relacion lineal entre las variables
poblacionales.

Con la hipdtesis, se pretende comprobar, de la poblacion de referencia,
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el grado de asociacion y relacion lineal entre la cantidad de cabezas del
rebafo total al final del afio, variable dependiente o regresada Y, y el tiempo,
variable explicativa X, y para esto, se verifica si el coeficiente de correlacion
poblacional (p(x,y)) es igual o distinto de cero, a partir de la informacion
correspondiente al comportamiento tendencial de la cantidad de cabezas,
en al menos quince afios. La prueba que se formula es una prueba bilateral
o de dos colas, es decir, se esta en presencia de una alternativa bilateral.

La prueba de hipotesis se realiza mediante la prueba de significacion,
utilizando el estadistico de prueba o estadigrafo ¢ de Student, con n-p=n-2

grados de libertad. El valor del estadigrafo ¢ se calcula en funcion del

ra/n-2
1/ 2
1—r

La region critica o de rechazo para el estadigrafo #, dado el nivel de
significacion « , se encuentra dada por:

coeficiente de correlacion lineal r: £ = (Espallarga & Solis, 2012).

W=<teR: t<-t ,m-p o >t ,(n-p)
- -4

El valor critico, tabulado o tedrico del estadistico ¢ esta definido por el percentil

ttab = tl o (n—p) deorden 1-— 2 deladistribucion ¢ de Student, con n-p=n-2
) 2

grados de Ii%ertad.

donde:

7 es el coeficiente de correlacion lineal muestral.
n es el nimero de observaciones.
p = 2 es el numero de parametros de la funcion.

Regla de decision:

-Si, t<~t ,;m-p) o t> tl o (n—p) 1 Se rechaza la hipttesis nula,
1-% _a

es decir, existe correlacion significativa entre las variables dependiente
y explicativa, para el nivel de significacion ¢ establecido. El valor de ¢
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calculado se situa en la region critica.

-Si,fZ—tl_g(n—p) 0 tﬁtl_g(H—P),osea,
2 2

_tl_g (n-p)<t< _tl_g (n=p) : No se rechaza la hipétesis nula. Por
2 2

tanto; no existe correlacion significativa entre las variables dependiente y

explicativa para el nivel de significacion a establecido.

Como resultado de aplicar la prueba de hipoétesis, se comprobd que se
rechaza la hipotesis nula, por tanto, existe una relacion significativa entre las
variables dependiente o regresada Y, y la variable explicativa X, para un nivel
de significacion de 0,05.

Resumiendo la prueba de hipotesis.
Formulacion de la hipdtesis nula y alternativa:
H, Pu.y = 0
H.: Poy® 0
Region critica para el etadistico de prueba o estadigrafo ¢, dado el nivel de

significacion ¢ , es

W=qteR: <t ,m-2) o >l ,(n-2) '
-7 -7

donde: £ =

Regla de decision:

- Rechazar H,, si f<—t1 2(n=2) o l‘>f1 a(n=2) .
2 2

-No rechazar H,, si [ > —l‘1 n-2) o < Z‘I_Q(n—Z) ,

2

a
2
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o sea, _tl—g(n -2)<I< _tl—g(n -2)
2 2

Determinacion del coeficiente de correlacion lineal muestral

r n . Z . L
Para calcular a £ =——=—— en la prueba de hipétesis del anélisis de
2

L . L—r . L S
correlacion, primeramente se determina el coeficiente de correlacion lineal
muestral 7, a partir de su definicion o del coeficiente de determinacion.

IV- Pruebas de los supuestos de la funcion de regresion estimada

Para verificar la validez de las pruebas estadisticas F de Fisher y tde Student,
asi como la eficiencia de la estimacion obtenida a partir de la funcion de
regresion estimada, se procede a verificar los supuestos basicos del modelo,
aplicando procedimientos semejantes a los desarrollados en el epigrafe 1.6.2
del capitulo 1, mediante la comprobacion de las siguientes pruebas:

- Para detectar la presencia de normalidad, se emplean las pruebas Jarque-
Bera y Shapiro-Wilks.

- Para detectar la presencia de no autocorrelacion, se aplican las pruebas
de Durbin-Watson y Breusch-Godfrey.

- Para detectar la presencia de homocedasticidad, se utilizan las pruebas
de Goldfeld-Quandt y la general de heterocedasticidad de White.

De ser necesario, se realizan las correcciones correspondientes con el
objetivo de lograr el cumplimiento de la prueba analizada, y de esta forma,
seleccionar lamejor funcién de regresion que sirva de base para el pronéstico.

Si como resultado de aplicar al parametro cantidad de cabezas del rebafio
total al final del afio, las pruebas: Jarque-Bera, Shapiro-Wilks, Durbin-Watson,
Breusch-Godfrey, Goldfeld-Quandt y White, se comprueba que existe
normalidad en la serie de valores de la variable dependiente o regresaday en
los residuos, que no existe autocorrelacion, y que existe homocedasticidad en
las varianzas del error, para el nivel significacion seleccionado, se concluye

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 195



que la funcion de regre3|on estimada representada por la funcion lineal
E(Yt/Xt) Y /3’1 +ﬁ2X constituye el modelo matemético adecuado y
permitira realizar las proyecciones correctas y eficientes de la cantidad de
cabezas del rebano.

Para hallar el comportamiento del ritmo de crecimiento o decrecimiento
anual del rebafo, se toman como referencia los ultimos quinces afos, con el
proposito de poder verificar las pruebas de hipotesis de referencia.

V- Andlisis del intervalo de confianza para B;

Para proporcionarle mayor flexibilidad al modelo de programacion de meta
lineal con prioridades, se realizan inferencias a partir de la estimacion del
intervalo de confianza al coeficiente de regresion, que expresa el ritmo de
crecimiento o decrecimiento del rebario al final del afio, f,-

El intervalo de confianza es uno de los procedimientos generales de la
inferencia estadistica que puede aplicarse a los problemas de analisis de
regresion, para realizar estimaciones y para el contraste de hipotesis.

En el contexto de estimar el parametro poblacional, el intervalo de confianza
representado por ,3 1, .0 (n p) G~ , ¥ para la situacion objeto de
estudio ﬂz *r_ a/z(n p) O' , €S un rango de valores, calculado a
partir de los datos de una muestra, en eI cual podria encontrarse el verdadero
valor del paréametro, para el nivel o coeficiente de confianza considerado
(Gujarati & Porter, 2010).

El nivel de confianza es la probabilidad de que un intervalo calculado a partir
de una muestra aleatoria contenga al verdadero valor del parametro.

El término independiente de la restriccion b, nimero de cabezas del rebafio
planificadas total al final del afio, es el valor resultante de la suma algebraica
de la existencia real inicial del rebafo, a; y el limite superior del intervalo
de confianza para f8,, como se exhibe en la restriccion V del andlisis de la

construccion del modelo econdmico-matematico en el epigrafe 2.3, donde se
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obtiene la restriccion 3 X, Sa* Lsuperior
i=1,2,3,4,6,7,8,9,10,11

Se considera como término independiente de la restriccion, el nimero de
cabezas del rebafio planificadas total al final del afio b, que se calcula
comob =a+L .. Ademas, ala restriccion se le incorpora la variable de

desviacion d,’, obteniéndose la siguiente restriccion de meta:

2 Xi+3n+d3_=b

i=1,2,3,4,6,7,8,9,10,11

donde: b=a + Lsupen-or

VI- Validacion de la funcion de regresion estimada a través del intervalo
de confianza para £,

La verificacion de la validez de la funcidn de regresion estimada es posible
mediante el desarrollo de pruebas de hipétesis, a partir del intervalo de confianza
para f,, planteandose como hipétesis Hy: 3, = 0, versus, H,: B, = 0.

Se desarrolla una prueba de hipoétesis bilateral o de dos colas, como se
exhibe a continuacion.

Formulacion de la hipétesis nula y alternativa:

La hipdtesis de la diferencia nula que se desea probar y someter a prueba
es H.: B, = 0 versus la hipétesis alternativa a contrastar H,: £, = 0.

Regiodn critica @ de rechazo para el estimador minimo cuadratico o coeficiente
de regresion B, , dado el nivel de significacion « , es

W=1p,eR: py<-t , n-p)6, o B>t , (1-p)6,
1—E B, 1_E B,

El estimador minimo cuadratico o coeficiente de regresion se determina por

n N
> XiYi—nXY

p _ i=l

ﬂZ_ n ) —
> X —nXx
i=1
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0 se pueden emplear las expresiones obtenidas anteriormente.

Regla de decision:
-RechazarH,, si 8, <— a(n—p)&é o f,>t a(n—p)ﬁé_
1 — 2 1 — 2
2 2

- NorechazarH,,si B, 22—t (n—p)&l} o B, <t (n—p)&1§
-2 2 1-Z 2

2 2
osea, — I , ("—P)é'é < B, <t (”‘P)&é.
11— 2 - )
2 2
El error estandar asociado a ,32( &é ) se calcula como:
2 n
SN2
~ S; > 2.0 %)
O, = R ,siendo S = =1
B N 712 n—p
Z(Xi _X)

i=1

- Si - l‘1 u (n—p)&l§ < B, < l‘1 u (n—p)ﬁé , NO se rechaza la
= 2 —_— 2
2 2

hipotesis nula g, =0, afirmandose que lo investigado no es
estadisticamente ~ significativo, es decir, f,no es significativamente
diferente de cero.

- Si ,Bz<—t u (n—p)é'é 0 Bz>t . (n—p)é'é , se rechaza la
[ 2 -2 )
2 2

hipoétesisnula 8, = 0, afirmandose que lo investigado es estadisticamente
significativo, es decir, 3, es significativamente diferente de cero.

Otra forma de someter a prueba la hipétesis nula B, = 0, es a partir de la
construccion del intervalo de confianza, donde se plantea como regla de
decision. “Constriyase un intervalo de confianza para [, al 100(1-& )%. Si
B, bajo H, se encuentra dentro de este intervalo de confianza, no se rechace
Ho, pero si esta por fuera del intervalo, rechace H,". (Guijarati, 2003, p. 122)
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Los resultados derivados con la prueba de hipotesis mediante la aplicacion
del anédlisis de varianza para la regresion y con la prueba ¢ de Student, son
equivalentes al resultado de la prueba de hipétesis mediante el intervalo de
confianza para f,.

2.4.2. Analisis estadistico para comprobar la correspondencia
entre la estructura satisfactoria y la real alcanzada

La comparacion entre la estructura del rebafio derivada de la solucion
satisfactoria del modelo matematico de meta con prioridades y la estructura
del rebafio real alcanzada por la empresa para el afo, es un aspecto
importante en el andlisis de la solucion satisfactoria obtenida, y que sirve
para medir la validez de la proyeccion realizada, maxime cuando se estudia
el comportamiento y evolucion de la masa ganadera, que constituye un
proceso econdmico-productivo complejo.

Para comprobar si existe correspondencia entre la estructura satisfactoria,
obtenida a partir de la solucién del modelo de meta y la estructura real
alcanzada, se aplica la prueba estadistica de Rango de Wilcoxon, prueba no
paramétrica para dos muestras relacionadas.

Para el planteamiento de la prueba, se formula como hipdtesis nula, hipotesis
de igualdad de promedios, que la estructura satisfactoria derivada de
la solucién del modelo y la estructura real, no difieren. En términos de la
prueba de Wilcoxon, la suma de los rangos positivos es igual a la suma de
los negativos. La hipoétesis alternativa a contrastar expresa que la estructura
satisfactoria derivada de la solucion del modelo y la estructura real difieren, es
decir, la suma de los rangos positivos no equivale a la suma de los negativos.

Como regla de decision, si el nivel critico bilateral del estadistico de prueba
Wilcoxon, es decir, el valor de la probabilidad de la prueba estadistica es
mayor que la probabilidad de rechazar la hipoétesis nula, siendo cierta o nivel
de significacion fijado, no se rechaza la hipétesis nula. Por tanto, se puede
afirmar que la estructura satisfactoria derivada de la solucion del modelo y la
estructura real, no difieren, es decir, no existen diferencias estadisticamente
significativas entre ambas estructuras.
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2.5. Analisis estadistico matematico realizado al parametro
cantidad de cabezas del rebano planificadas total al final del aho

(b)

Para realizar la estimativa y la inferencia de la ecuacion de regresion, se
tienen en cuenta los siguientes aspectos, que se encuentran desarrollados
de forma practica en este epigrafe.

|. Estimativa de la funcion de regresion. Estimadores minimos cuadraticos.

Determinacion de ﬂl y :éz por la via matricial.

[I. Validacion de la funcion de regresion estimada. Prueba F de Fisher y
Prueba t de Student.

[ll. Prueba de hipdtesis en el andlisis de correlacion. Prueba de hipotesis
de relacion aplicando el SPSS.

IV. Pruebas de los supuestos de la funcion de regresion estimada:

IV.1- Verificar el supuesto de normalidad mediante la Prueba de Jarque-
Bera y de Shapiro-Wilk.

IV.2- Verificar el supuesto de no autocorrelacion. Prueba de Durbin-
Watson.

IV.3- Verificar el supuesto de homocedasticidad mediante la Prueba de
Goldfeld-Quandt y la Prueba de White

V. Determinacion de los intervalos de confianza para ﬁl y ,32.

V

. Verificar la validez del funcion de regresion a través del intervalo de
confianza de f,.

|- Estimativa de la funcion de regresion. Estimadores minimos
cuadraticos. Determinacion de f; vy B, por la via matricial

Para mostrar la estimacion del parametro relevante cantidad (numero) de
cabezas del rebafio planificadas total al final del afio, representado por b,
se tiene en cuenta la existencia final anual real del rebafio durante 15 afios,
donde el ganado se ha desarrollado en condiciones similares de manejo,
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explotacion y alimentacion. Los resultados de la muestra seleccionada se
presentan en la siguiente tabla.

Tabla 2.3. Existencia real del rebaiio al final del afio de los ultimos quince anos.

Rebafio Rebafio Rebafo
existente al | Tiempo || existente al | Tiempo || existente al | Tiempo
final de afio | (afios) final de afio | (afios) final de afio | (afios)
(cabezas) (cabezas) (cabezas)

Yt X Yt X Yt X
14309 2001 13595 2006 10814 2011
15449 2002 14419 2007 9748 2012
14631 2003 12668 2008 9234 2013
14522 2004 10837 2009 9887 2014
14757 2005 11741 2010 9698 2015

Fuente: elaborada por los autores.

Se propone investigar si la variable dependiente, cantidad (numero) de
cabezas del rebafio al final del afio, se encuentra relacionada con la variable
independiente, tiempo en afos, donde se considera una muestra de 15 afnos.

La informacion de la muestra expuesta se representa graficamente por
la nube de puntos que se exhibe en el siguiente diagrama de dispersion,

formado por 15 pares ordenados (x;,y,), dondei=1.2,...,15.

16000

14000] ~

120004

Cantidad

10000-

8000

Figura 2.1. Diagrama de dispersion representado por los puntos (xi s y,») (EViews).

10

Afos

15

20
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El diagrama de dispersion da una idea de la forma grafica de la funcion, que
se obtiene representando en un sistema de coordenadas todos los puntos

(x;, ).

Teniendo en cuenta el comportamiento de la representacion de los pares
ordenados, se puede ajustar una funcion racional entera o polindmica de grado
uno, o sea, una funcion lineal, que se expresa en la forma f{x) = - m x + n, donde
my n son constantes. Como m < 0, la funcion es decreciente, por cada unidad
que aumente x, y disminuye |m | unidades.

Suponiendo que el comportamiento de la cantidad (numero) de cabezas del
rebafio al final del afio (Y) se encuentra en relacion lineal con el tiempo (X)
en afos, entonces, con el propodsito de hacer estimaciones, se determina la
funcion f{x) = - m x + n que mejor expresa esta relacion.

Conocida la relacion funcional entre la cantidad (nUmero) de cabezas del
rebafio al final del periodo (Y) y el tiempo en afio (X), se investiga qué
modelo matematico, ecuacion matematica o funcidon matematica expresa
adecuadamente dicha relacion. El modelo a estimar sera la funcion de

regresion representada por £y, y, =Y, = = B, X,.

Determinacion de los estimadores minimos cuadraticos de la funcion
de regresion B y B, por la expresion matematica resultante del
sistema de ecuaciones normales

A continuacioén, se presenta la informacion necesaria para calcular los
estimadores minimos cuadraticos.
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Tabla 2.4. Informacion necesaria para calcular ,31 \Y ﬂz .

X, Y | XY | X

1 1

1 14309 14309 1
2 15449 30898 4
3 14631 43893 9
4 14522 58088 16
5 14757 73785 25
6 13595 81570 36
7 14419 100933 49
8 12668 101344 64
9 10837 97533 81

10 11741 117410 100
11 10814 118954 121

12 9748 116976 144
13 9234 120042 169
14 9887 138418 196
15 9698 145470 225

120 | 186309 | 1359623 | 1240

Fuente: elaborada por los autores.
~

Célculo de f,:

n R
S XiYi—nXY

3 _ 1=l

ﬂZ 7 5 —
iZIXi —nX

[;, 1359623 — (15)(8)(12420 .6) —130849

, = =

1240 — (15)(64)

Célculo de las medias aritméticas X y Y :

= =1 X=_"-38
n 15
P2/
_ 4 _ 186307
Yy="1— ¥ =—""=12420,6
n 15
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Célculo de ﬁl :

ﬁi:?*ﬁzf

B, =12420,6 - (-467,3179)8

~

B, =16159,14

Por tanto, la funcion de regresion minimo cuadratica o ecuacion de prediccion

estimada es E(Yt/Xz) Zf’t =1615914-46732X, .

Determinacion de los estimadores minimos cuadraticos de la funcion
de regresion By y B, por la via matricial
Dadoelmodeloderegresionlineal Y = S, + f, X + U, , setendra para cada

par ordenado (x,,y,), donde i = 1, 2, 3,...,15, un conjunto de ecuaciones
simultaneas, representado por el siguiente sistema de 15 ecuaciones:
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Representacion en notacion matricial detallada del sistema de ecuaciones:

_ 1 1 X, ] . s
}}:1 s - < o,
&

2 : X 2
¥ 3 U5
Y, i . iy
Y, 1 X 5 U g
Y L Usg
¥ 1 Xy y:; Uy
¥, =11 X g [ 1]+ Ug
¥ 1 5 e Ug
Yo | [R5 e Uio
¥y, i M Ui
Y 3 e i
Y5 X 3 Uis
Y 2 2 U

14 i (14
¥is 5 Uis

L i i & L |

Representacion en notacion matricial condesada del sistema de ecuaciones,
que representa el modelo de regresionlineal Y = B, + £, X + U, , mediante:
Y =X -fB+U  donde: Y, X, By Uson matrices.

-1
A partir  de la aplicacién de ,BZ(XTX) (XTX) 0

ﬁ T\ (w1

Jl=lxTx XX se obtienen los estimadores minimos
I

cuadraticos ,81 y /5’2. Para su determinacion, se utiliza el asistente

matematico Derive version 6.0.

Representacion de la matriz columna Y de orden o tamafio de la matri 15x7,
correspondiente a la variable dependiente cantidad (nimero) de cabezas del
rebano al final del afio, y de la matriz rectangular X de orden o tamario de la
matriz 15x2, correspondiente a la variable explicativa tiempo.
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(14309 | 1 1
15449 i 2
14631 1 3
14522 1 4
14757 1 5
13595 1 6
14419 1 7
Y=|12668 | X=|1 8
10837 1 9
11741 1 10
10814 1 11
9748 1 12
9234 i 13
9887 1 14
| 9698 | 1 15|

Matriz transpuesta X T

Lamatriztranspuestadelamatriz X seobtiene a partirde X ,intercambiando
las filas por las columnas.

Multiplicacion de la matriz transpuesta X r por la matriz X .

Como X7 y X son dos matrices de érdenes 15x2 y 2x15, respectivamente,
el producto de las matrices XTyX es la matriz X' X de orden dos o
de segundo orden, cuyos elementos para la situacion objeto de estudio
son numeros reales positivos, resultantes de la suma de los productos de
los elementos de la fila / de x’ por los elementos correspondientes de la

columnaj de X , resultando:
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X X X X 3 S, ZXI

i {1114 1Tii1id 1T 1 1 1 & 1]
1':2: & 4 D007 & 9 40 11 a2 135 14 15 |

R e I~ B e O L

—_ = e
W R = O

B e W R e e ek e e
i
F-S

—
h

Ty |15 120
120 1240

La matriz cuadrada (XTX) de orden dos es simétrica, porque se cumple
que la matriz (XTX) es igual a la transpuesta de la matriz (XTX), €es
decir, (XTX)=(X"TX)".

El determinante de la matriz cuadrada (X Tx ) de orden dos o de segundo
orden es el numero real que se obtiene de la diferencia del producto de los
elementos de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la
diagonal secundaria, o sea,

all a12

=d; Ay, — Ay °
a q 1122 1221
21 22
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Resultando el determinante de la matriz ( X7 X ):

15 120

eot: 5T k)= ‘XTX‘ =
120 1240

=15-1240-120-120 = 18600 — 14400 = 4200

. . T .
Como el determinante de la matriz cuadrada (X X) igual a 4200 es
diferente de cero, la matriz cuadrada es no singular o regular, entonces se
puede calcular la inversa por el método de la matriz adjunta.

-1
Célculo de la matriz inversa ( X'x ) mediante el método de la matriz
adjunta.

-1 l -+ 1 +
(XTX) :—(XTXJ = (XTXJ
det (X7 X) ‘
La matriz adjunta de la matriz cuadrada (XTX) es:
- + [1240 -120
[ ] B L 120 15 ]

Resultando como matriz inversa:

31 1
(XTXJ*: 1 [1240 _120] 105 35
4200 | —120 15 1 1
31 280

Multiplicando de la matriz transpuesta de X (XT) por la matriz columna
Y se obtiene la matriz (XTY).

Como X7 y Y son dos matrices de érdenes 2x15y 15x1, respectivamente,
el producto de las matrices xT y Y es la matriz (XTY) de orden 2x1,

resultando: L
Y
1
15 1 =y
1 1 1 ... 1
Xr=y x «x Xys{ ’}
1 2 3 5J zXZiYi
Y
L5
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(14309 ]
15449
14631
14522
14757
13595
14419
12668 | = [
10837
11741
10814
9748
9234
9887
| 9698

] T S b A M SO 1 DA S (N | O I ¢
1359623

186309
112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

186309
Xy =
1359623
Determinando a ﬂl 3% ﬂz como resultado de la multiplicacion de las matrices
X' xX)y 'y (xTy).

31 1 113114
(XTXJ—J[X;YJ gl fi’, o f IS 35 |:186309 } N e
5, 11 [l13s9623 130849
31 280 280
113114
(XTX)il(XTyjz By _ 7 2[16159,1428}
B 130849 —467,3178
280

Valores de los estimadores minimos cuadraticos obtenidos por la via matricial.

B, | [16159,1428
B, | 4673178
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Por tanto, la funcion de regresion minimo cuadratica o ecuacion de prediccion

estimada es E{erXr) =Y, =1615914 - 46732X, .

Representacion matricial de la ecuacion de prediccion estimada Y .

] 16159,1428
t

v=[
—-467,3178

Las matrices (X" X) y (X"Y) también se pueden obtener calculando sus
elementos como se exhibe a continuacion.

no 22X Sy

(75)- |y wne]
TX, X 2XY

Siendo (XTX) una matriz cuadrada de segundo orden y simétrica.

Se tabula la informacién de las variables Y y X para calcular los valores
correspondientes a los elementos de las matrices (X' X) y (X7Y).

Tabla 2.5. Informacién para determinar las matrices (X' X) y (X'Y).

v | x| x2 | Xy
14309 1 1 14309
15449 2 4 30898
14631 3 9 43893
14522 4 16 58088
14757 5 25 73785
13595 6 36 81570
14419 7 49 100933
12668 8 64 101344
10837 9 81 97533
11741 10 100 117410
10814 11 121 118954
9748 12 144 116976
9234 13 169 120042
0887 14 196 138418
9698 15 225 145470
186309 120 1240 1359623
2V | x| Ex? | XXy

i i i i

Fuente: elaborada por los autores.
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n DR
- 15 120
XTX]z Cl=
( FE K [120 1240}

(XTY) X ] { 186309}

ZX,»Yi 1359623

Los resultados de los estimadores minimos cuadraticos calculados de forma
manual también se obtienen mediante la aplicacion del paquete el estadistico
EViews.

Tabla 2.6. Resultado de los estimadores minimos cuadraticos de la funcion de
regresion lineal (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 2001 2015
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic Prob.
C P, =16159.140 4384172 36.85791 0.0000
X P, =-4673179 4321947  -9.691477 0.0000
R-squared 0.878419  Mean dependent var 12420.60
Adjusted R-squared 0.869067 S.D. dependent var 2229.854
S.E. of regression 806.8660 Akaike info criterion 16.34776
Sum squared resid 8463425.  Schwarz criterion 16.44216
Log likelihood -120.6082  F-statistic 93.92473
Durbin-Watson stat 1.508921  Prob(F-statistic) 0.000000

Por tanto, el comportamiento del rebafio al final del afio se ajusta a la

funcion de regresion minimo cuadratica o ecuacion de prediccion estimada
A

E(Yz/Xt) = Yt =1615914 — 467’32Xt , con un coeficiente de determinacion

asociado a un valor relativamente alto de 0,878.

En la tabla 27 y la figura 2.2, se representa la estimativa del
riimo de decrecimiento anual de la existencia final del rebafio,
obtenidas a partir de la funcion de regresion minimo cuadratica

A

E y, x, =Y, =1615914 - 46732X,
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Tabla 2.7. Valores estimados del rebano al final del afio (EViews).

Tiempo Rebario ex?setk;??eoal Tiempo Rebario exﬁ{;zg?eoal
(afios) ﬁzﬁtggtgr% final de afo (anos) ﬁg;tzgtzr% final de afo
estimado estimado
(cabezas) (cabezas) (cabezas) (cabezas)
X Y y X Y y
2001 14309 15691,82 2009 10837 11953,28
2002 15449 15224,50 2010 11741 11485,96
2003 14631 14757,18 2011 10814 11018,64
2004 14522 14289,87 2012 9748 10551,32
2005 14757 13822,55 2013 9234 10084,01
2006 13595 13355,23 2014 9887 9616,62
2007 14419 12887,91 2015 9698 9149,37
2008 12668 12420,60 - - -
Fuente: elaborada por los autores.
16,000
L 14,000
2,000+ I 12,000
1,000 10,000
0 AN \ VAN \>§
/ \ / I 8,000
-1,000 - / \V
_2’000 T T T T T T T T T T T T T T
99 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13
Residuos
Rebario al final del afio

Figura 2.2. Representacion de los valores estimados del rebaio al final del afio y los

residuo

[I- Validacion de la funcion de regresion estimada. Prueba F de Fisher

—— Rebafio al final del afio estimado

s (EViews).

y prueba f de Student

Prueba F' de Fisher para verificar la validez del modelo

La verificacion de la confiabilidad de la funcion de regresion ajustada y la
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validez de las proyecciones realizadas se efectia a partir del andlisis de
varianza en la regresion, utilizando la prueba de hipdtesis de F' de Fisher. A
continuacion, se aplica la prueba de hipotesis.

1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:
H;:B,=0
H:B,#0

2- Region critica para el estadigrafo F, dado el nivel de significacion a , es
W:{FEER con F20: F>F_, (p-1, n-p) }

SC

o A

r-1 SCR

2
donde: F= =% o F=
R
3- Regla de decision:
-RechazarH,,si F>F|_,(p—1, n—p).
-NorechazarH, si F<F_ (p—-1, n—p).
Alternativamente:

- Rechazar H, si la Prob (F-statistic) o valor p < « .

- No rechazar H, si la Prob (F-statistic) o valor p > & .

3.1- Célculo del estadistico de prueba F:

S2 SC _
F= =L o F= 2 Jiik
Sk p-1 SCR

Para determinar al estadistico de prueba o estadigrafo F' de Fisher, a partir
del anélisis de la varianza en la regresion, inicialmente se calcula la: SC,, SC,,

Sy vy S2.

Tabulando la informacion correspondiente para la determinacion de las
sumas de cuadrados.
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Tabla 2.8. Calculo de la informaciéon necesaria para determinacion de las sumas
de cuadrados.

P R X — X
X| Y XYy |y |-y | E-D) (=)
1 14309 14309 15691,82 10700880,29 204747481 3566054,56 1912191,150

2 15449 30898 15224,50 7861855,21 238671601 9171206,56 50400,250

3 14631 43893 14757,18 5459606,09 214066161 4885868,16 15921,392

4 14522 58088 14289,87 3494170,33 210888484 4415881,96 53884,336

5 14757 73785 13822,55 1965463,80 217769049 5458764,96 873196,803

6 13595 81570 13355,23 873533,23 184824025 1379215,36 57489,652

7 14419 100933 12887,91 218378,63 207907561 3993602,56 2344236,590

8 12668 101344 12420,60 0 160478224 61206,76 61206,760

9 10837 97533 11953,28 218387,98 117440569 2507788,96 1246081,040

10 11741 117410 11485,96 873551,92 137851081 461856,16 65045,401

11 10814 118954 11018,64 1965491,84 116942596 2581163,56 41877,529

12 9748 116976 10551,32 3494207,71 95023504 7142790,76 645323,022

13 9234 120042 10084,01 5459652,82 85266756 10154419,56 722517,000

14 9887 138418 9616,62 7862303,84 97752769 6419128,96 73105,344

15 9698 145470 9149,37 10700945,71 94051204 7412550,76 300994,877

120 | 186309 | 1359623 186308,86 61148429,46 2383681065 69611499,60 8463471,150

Fuente: elaborada por los autores.
Determinacion de la suma de cuadrados.
Formulas abreviadas:

Formulas de la variacion:

S C, :BZ ( ZXzYz - nXY )
i=1
SC, =-467,31785 (1359623 —15-8-12420,6)

SC, =61148074,27

n
S Cp ZZ(Yz ~-Y)’
i=1

SC, ~61148429,4 6

S Cp=>Y>-ny’
i=1
SC, = 2383681065 —15-(12420,6) >

SC, =69611499,6

S C =3, -V
i=1

SC,=69611499,6

SC,=SC,- SC,
SC,=69611499,6 - 61148074,27
SCR =8463425,33

SC , ~ 8463471,1
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Varianza asociada a la regresion y a los residuos:

SC; _ 61148074.2 89

SCM de SC, = —61148074,2 89 = S;
p-1 2-1
SCM de SC, = Bl B L erimumin =s2
n—p 15 -2

Célculo del estadistico de prueba o estadigrafo F:

S2 611480742 89
F= L= : = 93,925
S 651032,716

_SC. n-p 61148074289  15-2

= =93,925
p-1 SC, oI 8463425,311

Se compendia la informaciéon anterior en tabla de anélisis de varianza, para
el modelo de regresion de dos variables.

Tabla 2.9. Analisis de Varianza (ANOVA) para el modelo de regresion de dos
variables.

2 5 Suma de Cuadrado Grados | Suma de Cuadrados Medios
©0o de SCM F
© = libertad
©
>
S il
S P2 w-1 -
2 SCE:IZ;(YE—Y) SCM deSCE:TEZSE
5 =
O B i .
9% SCE:ﬁz(ZXinanY)
gv = 93,925
2 61148074,289 2-1=1 61148074,289
0
g S ; (n-p) 75
3 SCR:Z(T;'*YJz SCM e 56, = 2 =5
23 i=1 —2
0y X _
‘_oog/ SCR—SCT-SCE o
3 8463425,311 5-2=13 651032,716
8
Q
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SCT:Z(Yf*F)Z (n-1)
=1

= | BEeN T " i I
i=1

69611499,600 15-1=14

Fuente: elaborada por los autores.

Para calcular las sumas de cuadrados: SC,, SC, y SC,, en el modelo de
regresion lineal simple, también existe la opcién de utilizar la via matricial
utilizando las siguientes expresiones:

=2
SCe=B"X'Y-nY
SCr=Y'Y-p'X'Y

SC, =Y'Y-n¥’

El resultado del estadistico de prueba o estadigrafo F' calculado de forma
manual aplicando el anélisis de varianza en la regresion, también se obtiene
mediante el paquete estadistico EViews.

Tabla 2.10. Resultado del estadistico de prueba F (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 2001 2015
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 16159.14 438.4172 36.85791 0.0000
X -467.3179  48.21947 -9.691477 0.0000
R-squared R’>=0.878419 Mean dependent var 12420.60
Adjusted R-squared 0.869067 S.D. dependent var 2229.854
S.E. of regression 806.8660 Akaike info criterion 16.34776
Sum squared resid 8463425.  Schwarz criterion 16.44216
Log likelihood -120.6082 125
Durbin-Watson stat 1508921 F-statistic F = — = 93.92473
Sk
Prob(F-statistic) Valor p = 0.000000

El valor del estadistico de prueba F' se encuentra representado por F- statistic,
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siendo el mismo 93,925. El p valor o valor p asociado al estadistico de prueba
F se encuentra representado por Prob (F-statistic), siendo el mismo 0,00.

3.2- Determinacion del valor critico o tedrico de F:

Fl_a(p—l, ”*p):Fl—o,os(z_L 15—2):F0!95(1, 13)=5,99.
Como:

- F>F_,(p-1, n—p),osea 93,925 > 5,99, se rechaza H,

- Prob (F-statistic) o valor p < &, 0 sea 0,00 < 0,05, se rechaza H,,.

Basado en los resultados de la muestra y con un nivel de 0,05, a partir del
analisis de varianza en la regresion y con la aplicaciéon de la prueba F de
Fisher, asi como con los resultados del informe del paquete EViews:

Se puede comprobar que el valor del estadistico de prueba F igual a 93,92
es superior al valor critico o tedrico Foy%u :13) de 5,99, y se ubica dentro de
la region critica, por lo que se rechaza la hipétesis nula, £, = 0, siendo el
valor de F altamente significativo.

No existen razones para rechazar el supuesto de linealidad entre la variable
y la dependiente (Y) explicativa (X), y se acepta la funcién de regresion
estimada E(thXr) =f} =1615914 - 467,32X, como buena predictora de
la funcion de regresion poblacional Ey,, x, =Y, = f, + f,X,, y que el

ajuste hecho es bueno.

Entonces, la funcion de regresion estimada
E(YuXr) = }7} =1615914-46732X, se puede utilizar para predecir la
cantidad (numero) de cabezas del rebafio al final del periodo (¥), a partir

de valores conocidos del tiempo en afio (X).

Alternativamente, se corrobora lo analizado, ya que el valor de la probabi-
lidad de F-statistic o valor p igual a cero (extremadamente pequefio), es
menor que el nivel de significacion de 0,05. Por tanto, la funciéon de regre-

-

sion lineal simple E(Y”XI) =Y, = 1615914 — 467,32 ,es de buen ajuste
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y se considera como buena predictora del valor del ritmo de decrecimiento
medio de la masa ganadera, a partir de su comportamiento anual.

Los resultados satisfactorios obtenidos demuestran que la funcién de
regresion lineal simple, £y, =¥ =16159.14 —467.32.X, representa el
modelo adecuado para proyectar la existencia del rebafio al final del afio.

Anélisis del coeficiente de determinacion

En el andlisis de regresion, el coeficiente de determinacion es una medida
con un significado mas relevante que el coeficiente de correlacion, ya
que informa qué proporciéon de la variacion en la variable dependiente es
explicada por la variable independiente.

Calculo del coeficiente de determinacion:

fr( 3 XY -nXT )
i=1

_SCg _ R2 _ 611480742 89

SC N —_
T ZYiz _np? 69611499.6 00
i=1

V& _ 08784

A partir del resultado de la relacion anterior y del informe del EViews el
coeficiente de determinacion es de 0,8784, proximo a 1.

El resultado obtenido expresa que:

- La variable predictora, tiempo (en afios), explica aproximadamente el 88%
de la variacion de la existencia final de rebafio durante el periodo objeto de
estudio, es decir que aproximadamente el 88% de la variacion de la canti-
dad de cabezas del rebafio total al final del afio es explicado por el tiempo.

- Se puede considerar el tiempo como una variable buena predictora, con
el propdsito de determinar el ritmo de decrecimiento de la masa ganadera
anualmente.

- El porcentaje es considerado de alto poder explicativo. Por lo que la funcion
de regresion estimada de la muestra se ajusta bien a los dados.

Prueba t de Student para verificar la validez del modelo

Como complemento a la pruebas de F de Fisher, se aplica la prueba ¢ de
Student para probar la hipétesis nula B, = 0.
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1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:
H: B, %0
2- Region critica para el estadigrafo ¢, dado el nivel de significacion ¢ , es

=qleR: <t ,n-2) o [> ,(n-2)
-5 -

Sk Sk

t=t, =

2 . _ —
P ,donde: S, = =

R £2 7 — L —
2 DX, —-X)? > X} -nX?
i=1 i=1
3- Regla de decision:
-RechazarH, sit <t _,(m-2) o >t ,(n-2).
-2 -2
- No rechazar H,, si f > —Z‘1 gn-2) 0 I< l‘1

g(n_z) )
2 2

o sea, —tl_g(n -)<t< tl_g(n -2)
2 2
Alternativamente:
- Rechazar H, si la Prob (#-statistic) o valor p < & .
- No rechazar H,, si la Prob (¢ -statistic) o valor p > & .

3.1- Célculo del estadistico de prueba t.

t:tﬁz :Sﬁz , donde
)
_ Sk S§
Sp, =

S, - zxz

Tabulando la_informacion necesaria para calcular el error estandar S,32
asociado a f3, .
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Tabla 2.11. Calculo de la informacion necesaria para determinacion el error
estandar S
£2

Xi Xi_X (Xi_X)2 Xiz
1 7 49 1
2 -6 36 4
3 5 25 9
4 -4 16 16
5 -3 9 25
6 2 4 36
7 -1 1 49
8 0 0 64
9 1 1 81
10 2 4 100
1 3 9 121
12 4 16 144
13 5 25 169
14 6 36 196
15 7 49 225
120 - 280 1240

Fuente: elaborada por los autores.

5

== ; 120
D VI

el 15

n

DX, —X)* =280 Zn:Xf = 1240

i1 i_1
n ~
b
S§ - SCr = Ji o it ekt — 651032,716, Se obtiene de
n—2 n-—2 13
la tabla ANOVA.
Calculo del SB2
s [ s [ =
B2 z

\ (X, —X)? X?—nX’
2. (X, ;
i=1 i
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S =
52

= = 48.2194

\/651032 ,716 651032 ,716
R0 1240 —15(8)°

Célculo del estadistico de prueba £ =7 . :
2
3 — 467 3179
r=t, = o _ =-9.69
& Sﬁz 48,2194

Los resultados del S » y t calculados de forma manual también se obtienen
aplicando el paquete gsz[adistico EViews.

Tabla 2.12. Resultado del estadigrafo 7, error estandar S[? ,y valor p (EViews).
2
Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 2001 2015
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 16159.14 438.4172 36.85791 0.0000
X 4673179 §  =4821947 [ ={( . =-9.691477 0.0000
,82 ﬁz
R-squared 0.878419 Mean dependent var 12420.60
Adjusted R-squared 0.869067 S.D. dependent var 2229.854
S.E. of regression 806.8660 Akaike info criterion 16.34776
Sum squared resid 8463425. Schwarz criterion 16.44216
Log likelihood -120.6082  F-statistic 93.92473
Durbin-Watson stat 1.508921  Prob(F-statistic) 0.000000

3.2- Determinacion del valor critico o valor del percentil tl_g (n=2) deorden

1- ¢ /2 de la distribucion t de Student con n-2 grados de libertad:

El valor critico es _)= P -
tl_%(n 2) l‘l_%(ls 2) l‘0,975(13) 216

Como: < —tl o (n—2) ,0sea-9,69<-2,16, se rechaza la hipotesis nula.
2
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A partir del reporte de salida del paquete estadistico EViews, se obtiene que
la Prob (#-statistic) o valor p es menor que el nivel de significacion, o sea
0,00 < 0,05, por tanto se rechaza la hipoétesis nula.

Los resultados obtenidos con la aplicacion de la prueba de ¢ de Student
al parémetroﬁz, coinciden con los resultados de la prueba F, por tanto la

funcion de regresion lineal simple EY;/X:) Y, =1615914 - 46732X, es

de buen ajuste y se considera como buena predictora.

lll- Prueba de hipdtesis en el analisis de correlacion. Prueba de
hipotesis de relacion aplicando el SPSS

Prueba de hipdtesis en el analisis de correlacion

Para el anélisis de la correlacion mediante la prueba de hipoétesis, se plantea
una prueba de hipodtesis bilateral o de dos colas.

1- Formulacion de la hipdtesis nula y alternativa:
H,: P y)= 0
P, yy* 0
Hipotesis nula: no existe relacion significtaiva entre la cantidad (ndimero)

de cabezas del rebafio al final del afio, variable dependiente (Y), y el
tiempo en afos, variable explicativa (X).

Hipotesis alternativa: existe relacion significtaiva entre la cantidad
(numero) de cabezas del rebafio al final del afio, variable dependiente
(Y), y el tiempo en afios, variable explicativa (X).

2- Region critica para el estadigrafo ¢, dado el nivel de significacion « , es

=leR: <~ ;-2 o (>t ,(n-2)
- -7

Modelacion matemdtica de procesos econémicos. Aplicaciones 222



El estadistico de prueba esta dado por el valor de ¢ calculado, obtenido u

ra/n-2
observado [ = —— .
2
1—7r

3- Regla de decision:

—ReohazarHO,sil‘<—),‘1 q(m=2) O t>tl a(n=2) .
_E —2

- No rechazar H,, si: tz—tl a(n=2) © tSfl a(n=2)
2 2

osea, — tl_g(n -2)<It< tl_g(n -2)
2 2
3.1- Célculo del estadistico de prueba t:

Para calcular el valor del estadistico de prueba ¢, primero hay que
determinar el coeficiente de correlacion r_, que se determina a partir de:
su definicion, el coeficiente de determinacion, y la matriz de correlacion.

Determinar el coeficiente de correlacion, a partir de su definicion:

£) &)
n Y. — i=1 i=1

Z Xl l
7 — i=1 n
Y n 2 n 2
n . n o
XiZ_ i=1 1= Yi2_ i=1
i=1 n i=1 n

Tabulacion de la informacién necesaria para determinar el coeficiente de
correlacion.
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Tabla 2.13. Calculo de los elementos de la férmula del coeficiente de correlacion

r .
Xy
Observaciones X Y XY X? Y?
1 1 14309 14309 1 204747481
2 2 15449 30898 4 238671601
3 3 14631 43893 9 214066161
4 4 14522 58088 16 210888484
5 5 14757 73785 25 217769049
6 6 13595 81570 36 184824025
7 7 14419 100933 49 207907561
8 8 12668 101344 64 160478224
9 9 10837 97533 81 117440569
10 10 11741 117410 100 137851081
11 11 10814 118954 121 116942596
12 12 9748 116976 144 95023504
13 13 9234 120042 | 169 85266756
14 14 9887 138418 196 97752769
15 15 9698 145470 225 94051204
Total 120 | 186309 1359623 | 1240 | 2383681065

Fuente: elaborada por los autores.

Sustituyendo en r_:
xy

120 . 186309
1359623 — ———
15 1359623 — 1490472
I"W = = =-0,937
i 16,73 . 8343 ,35
210 - 020P Ligsgaoes — (ises P

Determinacion el coeficiente de correlacion, a partir del coeficiente de
determinacion R*:
;= +-/R2 , tomaelsigno de 5.

xy

Se conoce el coeficiente de determinacion R? = 0,8784.

Por tanto: I ++vR2 = +./0,8784 = —0,937

Determinacion del coeficiente de correlacion, a partir de la matriz de
correlacion:

Los resultados del coeficiente de correlacion, calculado de forma manual a
partir de su definicion y del coeficiente de determinacion, también se obtienen
mediante una matriz cuadrada simétrica de orden dos, llamada matriz de

Modelaciéon matemdtica de procesos econdmicos. Aplicaciones 224



correlacion. La matriz cuadrada de correlacion de orden dos es simétrica,
porque se cumple que la matriz de correlacion es igual a la transpuesta de la
matriz de correlacion.

Matriz de correlacion obtenida mediante el paquete estadistico EViews.

Correlation Matrix
Y X
Y 1 -0,937
X -0,937 1

El coeficiente de correlacion igual a -0,937 significa que existe una alta
correlacion negativa entre la variable predictora, tiempo (en afios), y la
variable predicha cantidad de cabezas del rebafio total al final del afio.

Calculo del estadistico de prueba t en funcion de Ty

-0,937415-2
== 1 . Gy

V1= (<0937)° :

El valor obtenido del estadistico de prueba de forma manual coincide con el
valor de ¢ - Statistic del EViews, tabla 2.12.

3.2- Determinacion del valor critico o valor del percentil tl_g (n=2) deorden

2
1-a /2 de la distribucion ¢ de Student con n-2 grados de libertad:

El valor critico es tl_g (n—2)= tl—@ (15-2)= r0,975 (13y=2:16;:,

2 2
Como:

-r< —tl «(n=2) ,0sea, -9,67 <-2716 se rechaza H,
2
- Prob (#-statistic) o valor p < nivel de significacion, o sea 0,00 < 0,05, se
rechaza H,.

Como el valor obtenido del estadistico de prueba ¢ igual a — 9,67 es menor
que el valor critico de — 2,16, el valor f calculado se situa en la region critica.
Por tanto, se rechaza la hipdtesis nula, por lo que existe una correlacion
significativa entre la variable predicha (Y), cantidad de cabezas del rebafio
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total al final del afio y la variable predictora (X), tiempo, para un nivel de
significacion de 0,05, considerandose que existe una relacion inversa entre
las variables poblacionales.

Alternativamente, a partir del reporte de salida del paquete estadistico EViews
se obtiene que la probabilidad de #-statistic o valor p es menor que el nivel
de significacion. De esta forma, se rechaza la hipotesis nula y se confirma lo
expresado sobre la correlacion.

En resumen, como el coeficiente de correlacion es igual a -0,937, indica que
la variable predicha (Y), cantidad de cabezas del rebafio total al final del afio
y la variable predictora (X), tiempo, tienen un alto grado de asociacion, por
existir una alta correlacion negativa.

Prueba de hipdtesis de relacion aplicando el SPSS. Prueba del
coeficiente de correlacion de Pearson

Para determinar la relaciéon entre la variable cantidad (numero) de cabezas
del rebafio al final del afio (Y) y la variable tiempo (X), también se utiliza la
prueba de hipdtesis paramétrica del coeficiente de correlacion de Pearson,
mediante la aplicacion del paguete de programa estadistico SPSS.

Para aplicar la prueba del coeficiente de correlacion de Pearson, se
comprueba que se cumplen los supuestos de que variables se encuentran en
forma numérica, y que las observaciones o valores numéricos de la variable
siguen una distribucion normal. El andlisis del supuesto de normalidad se
exhibe méas adelante, mediante la aplicacion de las pruebas de Jarque-Berra
y Shapiro-Wilk.

Formulacion de la hipétesis nula y alternativa.

Hipdtesis nula: no existe relacion significtaiva entre la cantidad (nimero) de
cabezas del rebafio al final del afio, variable dependiente (Y), y el tiempo
en afios, variable explicativa (X).

Hipdtesis alternativa: existe relacion significtaiva entre la cantidad (numero)
de cabezas del rebafio al final del afio, variable dependiente (), y el tiempo
en afos, variable explicativa (X).

En la tabla 2.14, se aprecia que el coeficiente de correlacion de Pearson
entre las variables cantidad (nimero) de cabezas del rebario al final del afio
y la variable tiempo es de -0,937, asi como el valor p.
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Tabla 2.14. Coeficiente de correlacion de Pearson entre la cantidad de cabezas
del rebano al final del afio y el tiempo en afos (SPSS).

Correlaciones

Cantidad de cabezas | Tiempo
Cantidad de cabezas | Correlacion de Pearson 1 -,937**
Sig. (bilateral) ,000
N 15 15
Tiempo Correlacion de Pearson -,937* 1
Sig. (bilateral) ,000
N 15 15

**. La correlacion es significativa en el nivel 0,01 (bilateral).

Como el valor p correspondiente a la prueba del coeficiente de correlacion
de Pearson igual a 0,00 es menor que el nivel de significacion de 0,05, se
rechaza la hipdétesis nula. Por tanto, existe una relacion significativa y una alta
correlacion negativa entre la variable predicha (Y), cantidad de cabezas del
rebafio total al final del afio y la variable predictora (X), tiempo (en afios). Por
tanto, existe una relacion inversa entre las variables poblacionales.

El resultado obtenido con la aplicacion prueba de hipétesis del coeficiente de
correlacion de Pearson coincide con el obtenido de la prueba de hipotesis en
el andlisis de la correlacion utilizando al estadigrafo ¢ de Student.

No se aplica la prueba del coeficiente de correlacion de Spearman porque
las dos variables tienen distribucion normal.

IV- Pruebas de los supuestos de la funcion de regresion estimada

IV.1- Verificar el supuesto de normalidad mediante la Prueba de
Jarque-Bera

Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad de la variable
dependiente o regresada en el analisis de regresion.

1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:

Hy: Yi~N.
H.: ¥i no sigue una distribucion normal.

2-Region critica para el estadistico de prueba JB, dado el nivel de significacion
o, es
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W:{J.Besn con JB20: JB> yi, (z)}

: (K _3) gl B 1 :
donde: sB=n | A E=3) | JB—n—[Az—i——(K—B)‘}
6 24 6 4

3- Regla de decision:
. Z
- Rechazar Hy, si JB > 1, ().
- No rechazar H,, si JB < ;{’12_0[ (2).
Alternativamente:

- Rechazar H, si el valor de la probabilidad asociada al estadistico de
pruebaJBovalorp< & .

- No rechazar H, si el valor de la probabilidad asociada al estadistico de
prueba o valor p > ¢ .

3.1- Célculo del estadistico de prueba JB.

Como el estadistico de prueba JB depende la asimetria y la curtosis, se
determinan primeramente la asimetria y la curtosis.

3 —\4
1 - 1 =
Asimetria: A :_ZL%—A);] Curtosis: K = Z(y' yJ

niz o n,_ o}

Enlas expresiones de la asimetriay la curtosis, 6 = S representa el estimador

sesgado de la desviacion estandar poblacional, y se calcula por:
n

3 (v -yf

i=1

; se conoce de la tabla 2.8 la suma del cuadrado de
n

las deviaciones de las observaciones con respecto a la media

1l —\2
> (v, =3 Entonces, s = /%5499’6 = 215424387
i=1

Tabulando la informacion correspondiente para la determinacion de la
asimetria y la curtosis.
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—\3

—\4

i~V Yi—)
Tabla 2.15. Calculo de & y N para determinar la asimetria y la
curtosis. o
— —\3 —\4
. i Yi—) Yi—JY
Yi | i=») M — —
o o o

14309 1888,4 0,876595276 0,673592709 0,590468187
15449 3028,4 1,405783274 2,778146317 3,905471625
14631 2210,4 1,026067675 1,080259311 1,108419160
14522 21014 0,975469876 0,928200048 0,905431185
14757 2336,4 1,084556875 1,275724791 1,383596093
13595 1174,4 0,545156478 0,162018098 0,088325216
14419 1998,4 0,927657276 0,798293633 0,740542897
12668 247,4 0,114843079 0,001514658 0,000173948
10837 -1583,6 -0,735107117 -0,397239002 0,292013217
11741 -679,6 -0,315470319 -0,031396086 0,009904533
10814 -1606,6 -0,745783717 -0,414799945 0,309351045
9748 -2672,6 -1,240620914 -1,909489589 2,368952720
9234 -3186,6 -1,479219713 -3,236667284 4,787742052
9887 -2533,6 -1,176097115 -1,626782731 1,913254477
9698 -2722,6 -1,263830914 -2,018677410 2,551266917
186309 i i -1,937302480 20,954913300

Fuente: elaborada por los autores.

A continuacion, se exhibe el comportamiento de la variable dependiente (Y)
rebano al final del afio durante 15 afos.
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Figura 2.3. Grafico de linea que representa
el comportamiento de la variable
dependiente (EViews).

Figura 2.4. Grafico de barra que representa el
comportamiento de la variable dependiente
(EViews).
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Calculo de la asimetria y la curtosis:

Sy, =y 1
A=— z ! A=—(-19373025)=-0.129153
15( )

—\4
I &(y,—y 1
K== |2~ K =—(20,954913)=1.396994

Célculo del estadistico de prueba JB:

A (K -3}
JB=n | —+——~_
6 24

(-0.129153) " (1396994 - 3)°
6 24

JB=15 { } =15(0,002780 + 0,107068) = 1,647718

Los resultados de los calculos manuales obtenidos de la asimetria, la curtosis
y del estadistico Jarque-Bera se corroboran con los resultados de la prueba
Jarque-Bera para la variable regresada, obtenidos a través del programa
EViews, como se muestra en la siguiente figura:

6
Series: Y
Sample 1 15
5 Observations 15
4 | Mean 12420.60
Median 12668.00
3 Maximum 15449.00
7] Minimum 9234.000
Std. Dev. 2229.854
2 | Skewness -0.129153
Kurtosis 1.396994
& Jarque-Bera 1.647719
P robability 0.438735
0]

9000 10000 11000 12000 13000 14000 15000 16000
Figura 2.5. Resultado de la prueba Jarque-Bera para la variable regresada. Histograma y

estadistica de la prueba de normalidad (EViews).

2
3.2- Determinacioén del valor critico o valor del percentil 41—« 2)

Asintoticamente, el estadistico Jarque-Bera sigue una distribucion ji-
cuadrado, con dos grados de libertad.
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2l D= 22005 = 22es (22599
Como:

-JB< ;{ia (2), o sea, 1,64 < 5,99, no se rechaza la hipotesis nula.

- El valor de la probabilidad asociada al estadigrafo JB o valor p es mayor
que el nivel de significacion, o sea, 0,438 > 0,05, no se rechaza la hipote-
sis nula.

Toma de decision: 5

- Como el estadistico JB igual a 1,64 es menor al valor critico de X1—g (2)
igual a 5,99, no existen elementos para rechazar la hipétesis nula, lo que
implica que la variable regresada rebafo al final del afio sigue una distri-
bucion normal para un nivel de significacion del 0,05. Alternativamente, se
comprueba que la probabilidad asociada al estadistico JB de 0,438 es su-
perior al nivel de significacion del 0,05, arribandose a la misma conclusion
sobre la existencia de normalidad.

- Como el coeficiente de asimetria igual a -0,129 es menor que cero, la serie
de observaciones es asimétrica negativa, presentando la distribucion nor-
mal deformacion a la izquierda.

- La curtosis es igual a 1,396, es menor que tres, por lo que la distribucion es
menos apuntada que la normal, es mas achatada, y se denomina platicur-
tica. Existe una baja concentracion de los valores en la region central de la
distribucion.

Prueba de Jarque-Bera para verificar el supuesto de normalidad de los
residuos en el analisis de regresion.

1- Formulacién de las hipotesis nula y alternativa:
H.: Ui ~N.
H,: Ui no sigue una distribucion normal.

2-Regiodn critica para el estadistico de prueba JB, dado el nivel de significacion
a , es

W:{fBesR con JB>0: JB> yi (z)}_

2 2 B
donde: JB=n {iﬁ-@} 0 JB—M[A2 +£(K—3)2}
6 24 6 4
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3- Regla de decision:
-RechazarH,, si JB > le_a ).
-No rechazar H,, si JB < ){12_& (2).
Alternativamente:

- Rechazar H,, si el valor de la probabilidad asociada al estadistico de prue-
ba JB o valor p es menor que el nivel de significacion.

- No rechazar H, si el valor de la probabilidad asociada al estadistico de
prueba JB o valor p es mayor que el nivel de significacion.

3.1 Célculo del estadistico de prueba JB.

Primero se determina la asimetria y la curtosis, donde: 4 = - 0,081642
y K =2,621866.

e [ 2,163

24

(—0,081642)* P (2.621866 - 3)*
6 24

JB = 15(0,001 1109+ 0,0059577) =0,106029
Los resultados de los céalculos manuales obtenidos del estadistico Jarque-
Bera se corroboran con los resultados de la prueba Jarque-Bera para los
residuos, obtenidos a través del programa EViews, como se muestra en la
siguiente figura:

JB =15

8
Series: Residuals
Sample 1 15
s Observations 15
Mean 1.03E-12
Median 232.1286
Maximum 1531.082
4 Minimum -1382.825
Std. Dev. 777.5155
Skewness -0.081642
2 | Kurtosis 2.621866
Jarque-B era 0.106029
@ P robability 0.948366

1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Figura 2.6. Resultado de la prueba Jarque-Bera para los residuos. Histograma y estadistica
de la prueba de normalidad (EViews).
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2
3.2- Se determina el valor critico o valor del percentil ¥1_, (2):

Asintéticamente el estadistico Jarque-Bera (JB) sigue una distribucion ji-
cuadrado, con dos grados de libertad.

Tia D=2 12—0,05 2)=x 3,95 (2)=599
Como:

-JB< ;{12705 (2), 0sea, 0,106 < 5,99, no se rechaza la hipétesis nula.

- El valor de la probabilidad asociada al estadigrafo JB o valor p es mayor
que el nivel de significacion, o sea, 0,948 > 0,05, no se rechaza la hipote-
sis nula.

Toma de decision:

- Como el estadistico JB igual a 0,106 es menor al valor critico de le_a (2)
igual a 5,99; no existen elementos para rechazar la hipétesis nula, lo que
implica que los residuos siguen una distribucion normal para un nivel de
significacion del 0,05. Alternativamente, se comprueba que la probabilidad
asociada al estadistico JB de 0,948 es superior al nivel de significacion del
0,05, arribandose a la misma conclusion sobre la existencia de normalidad.

- Como el coeficiente de asimetria igual a -0,081 es menor que cero, la serie
de observaciones es asimétrica negativa, presentando la distribucién nor-
mal deformacion a la izquierda.

- Al ser la curtosis igual a 2,62 es menor que tres, la distribucion es me-
nos apuntada que la normal, es mas achatada, y se denomina platicurti-
ca. Existe una baja concentracion de los valores en la region central de la
distribucion.

Verificar el supuesto de la normalidad mediante la Prueba de Shapiro-
Wilk

Para comprobar si las observaciones de la variable dependiente (Y) cantidad
(numero) de cabezas del rebafio al final del afio y de la variable independiente
(X) tiempo, siguen una distribucion normal, existen dos pruebas que también
es posible aplicar: la prueba Kolmogorov-Smirnov, para cuando el tamafio
de la muestra es mayor a 50, y Shapiro-Wilk, para cuando el tamafio de la
muestra es menor a 50. Ambas se encuentran disponibles en el paquete de
programa estadistico SPSS.
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Considerando la formulacion de las hipétesis nula como la cantidad (numero)
de cabezas del rebafio al final del afo sigue una distribucion normal, y como
hipdtesis alternativa a constrastar, que la cantidad (numero) de cabezas
del rebafo al final del afio no sigue una distribucion norma, es decir difiere
de la distribucién normal. Como el nimero de observaciones es menor a
50, se considera el resultado de la prueba de Shapiro-Wilk, expuesto en la
tabla 2.16, donde el valor p del estadistico Shapiro-Wilk es 0,051, superior al
nivel de significacion de 0,05 o margen de error que se corre al momento de
rechazar la hipodtesis nula siendo cierta, por tanto no se rechaza la hipotesis
de normalidad, y se concluye que la variable cantidad de cabeza del rebafio
se ajusta a una distribucion normal.

De igual manera, considerando las observaciones de la variable el tiempo,
se considera el resultado de la prueba de Shapiro-Wilk, expuesto en la tabla
2.16, donde el valor p del estadistico Shapiro-Wilk es 0,75, superior al nivel
de significacién de 0,05 o margen de error que se corre al momento de
rechazar la hipoétesis nula siendo cierta. Por tanto, no se rechaza la hipoétesis
de normalidad, concluyendo que la variable el tiempo no difiere de la
distribuciéon normal.

Tabla 2.16. Resultado de la prueba de normalidad Kolmogorov-Smirnov y Shapiro-
Wilk (SPSS).

Pruebas de normalidad

Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk

Estadistico gl Sig. Estadistico gl Sig.

Cantidad de cabezas ,201 15 ,103 ,882 15 ,051
Tiempo ,082 15 ,200* ,964 15 755

*. Esto es un limite inferior de la significacién verdadera.
a. Correccion de significacion de Lilliefors

IV.2- Verificar el supuesto de no autocorrelacion. Prueba de Durbin-
Watson

A partir de la cantidad (numero) de cabezas del rebafio al final del afio,
variable dependiente (Y) y del tiempo en afio, variable explicativa (X),
se comprueba si existe no autocorrelacion en los residuos y se sigue el
procedimiento expuesto en el epigrafe 1.6.5:

- Estimar el modelo por el Método de los Minimos Cuadrados Ordinarios,
bajo el supuesto de no autocorrelacion.
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- Determinar el estadistico de prueba d de Durbin-Watson, a partir de los
residuos del modelo e, .

- Contrastar las hipotesis.

La estimacion de la funcion de regresion lineal se realizé de forma manual
y mediante el programa estadistico EViews, bajo el supuesto de no
autocorrelacion, obteniéndose la funcién de regresion minimo cuadratica o
funcion de regresion predictora de mejor ajuste

o ~

E xi = ¥, =16159.14 — 467 32X, .

Determinacion del estadistico de prueba d de Durbin-Watson, a partir de los

residuos del modelo, mediante su expresion:
n

Z(ei —€ )2
ieiz
i=1

d= i=2
Seguidamente, se muestran los residuos obtenidos mediante el programa
estadistico EViews.

Tabla 2.17. Error de estimacion o residuos y su ploteo (EViews).

Y, Y, |(Y,-Y)=e
Actual | Fitted Residual Residual Plot
143000 | 156918 |  -1382.82 N
154490 | 152245 224,49 L1
146310 | 147572 126,18 KN
145220 | 142899 23012 WA
147570 | 138226 934,44 1]
135950 | 133552 239,76 Rl
144190 | 128879 153108 1.7
126680 | 124206 247,40 Rl
108370 | 119533 |  -1116.28 BN
117410 | 114860 255,03 L1
108140 | 110186 -204.64 N
97480 | 105513 -803.32 R
92340 | 100840 850,01 R
98870 | 96167 270,30 WA
96980 | 91494 548,62 NEN

Tabulando la informacion necesaria para determinar el estadistico de prueba
d de Durbin-Watson.
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Tabla 2.18. Informacién necesaria para calcular el estadistico de Durbin-Watson.

~ ~ _ _ 2 2
Y| v | o-T=e|e—en| (- ¢
14309,0 | 15691,8 -1382,82 - - | 1912191,152
154490 | 152245 224,49 160731 2583445,43 50395,760
14631,0 | 14757,2 -126,18 -350,67 122969,44 15921,392
145220 | 142899 232,12 358,30 128378,89 53879,694
14757,0 | 138226 934,44 702,32 49325338 | 873178,113
135950 | 133552 239,76 694,68 482580,30 57484,857
144190 | 128879 1531,08 1291,32 1667507,34 | 2344205,966
12668,0 | 124206 247 40 -1283,68 1647834,34 61206,760
10837,0 | 119533 -1116,28 -1363,68 1859623,14 | 1246081,038
117410 | 114860 255,03 1371,31 1880491,11 65040,300
10814,0 | 110186 204,64 -459,67 21129651 41877,529
97480 | 105513 -803,32 598,68 358417,74 | 645323022
9234,0 | 10084,0 -850,01 -46,69 2179,96 |  722517,000
98870 | 96167 270,30 1120,31 1255094,49 73062,090
96980 | 91494 548,62 278,32 77462,02 | 300983904
12770534,10 | 8463348583
n n
2 2
Total Z (e;—e;_)) Z e;
i=2 i=1
Fuente: elaborada por los autores.
Donde:
= 2
> (e; —e;_;)? =12770534 .10
i=2
n
> e;? =8463348 = SC,
i=1
Entonces:
n
2. € =€)’ 12770534
d == = — 1,508

>

2, 8463348
2.¢
i=1

Determinacion del estadistico de prueba d de Durbin-Watson, a partir del
reporte de salida del programa estadistico EViews.
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Tabla 2.19. Estadistico de prueba Durbin-Watson (EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 2001 2015
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 16159.14 438.4172 36.85791 0.0000
X -467.3179 48.21947 -9.691477 0.0000
R-squared 0.878419 Mean dependent var 12420.60
Adjusted R-squared 0.869067  S.D. dependent var 2229.854
S.E. of regression 806.8660 Akaike info criterion 16.34776
Sum squared resid 8463425.  Schwarz criterion 16.44216
Log likelihood -120.6082  F-statistic 93.92473
Durbin-Watson stat d =1508921 Prob(F-statistic) 0.000000

De forma manual y mediante el programa estadistico EViews, se obtiene el
valor del estadistico de prueba de Durbin-Watson d = 1,508.

Planteamiento de la hipotesis nula y alternativa, consideradas:

H,: Py, =0 < Cov(uivi-1)=0 No hay autocorrelacion.
H, : Py 20 < Cov(uivi-1)# 0 Hay autocorrelacion.

Determinando los valores tabulados que se encuentran representados por los
valores criticos d, valor méaximo y d, valor minimo, tabulados en dependencia
del niumero de observaciones n = 15y del nimero de variables explicatorias
k’= 1,y en funcién del nivel de significacion, como la prueba de hipdtesis es
bilateral o de dos colas, entonces para un & = 0,05 se tendria que buscar
en & /2 =0,025 0 2,5%, obteniéndose como resultados los valores maximo y
minimo, d = 1,23y d, = 0,95, respectivamente.

Regla de decision

Mediante la Prueba de Durbin-Watson, a partir de la siguiente representacion,
se determind que el valor del estadistico de prueba d es 1,508, cumple
la condicion d < d < 4 —d, o sea, 1,23 < 1,508 < 2,77, situandose en la
region o zona de aceptacion, por tanto, no se rechaza la hipdtesis nula,
H,: Py =0 < Covuiti-1)=0, aseverandose que no existe
autocorrelacion serial de primer orden en los residuos.
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IV.3- Verificar el supuesto de homocedasticidad mediante la Prueba
de Goldfeld-Quandt y la Prueba de White

[V.3.1- Prueba de Goldfeld-Quandt

1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:

Se utiliza una prueba para determinar si las varianzas de los dos grupos
de muestras son iguales, es decir:

Hy,0.7°=0,

H:072%0,?
2- Region critica para el estadistico de prueba A =F, dado el nivel de
significacion « , es

W:{Feiﬁ con F>0: F>F1—a[ (n—-c—-2p)/2; (n—c—-2p)/2 ]}
)

W:{le% con 1>20: 1>Fl_a[ (n—c—-2p)/2 ; (n—c—-2p)/2 ]}

(n—c— Zp/j
donde el estadistico de pruebaes A=F = - 72
SCry

(n—c—Zp)/z
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3- Regla de decision:

-Rechazar H, si F>Fl—a[ (n—c—-2p)/2; (n—c—-2p)/2 ]

- No rechazar H,, si FSFl_a[ (n—c-2p)/2; (n—c—-2p)/2 ]

3.1- Célculo del estadistico de prueba A =F":

Para calcular el estadistico de prueba 4 = F', se determina primeramente la
suma de cuadrados de los residuos: SC,, y SC,,.

En la tabla 2.20, se ordena la informaciéon de los datos de mayor a menor,
tomando como referencia la variable explicativa X, y se dividen las
observaciones en dos muestras: una muestra que recoge l0s menores
valores y otra que recoge los mayores valores de la muestra, sin considerar
los valores centrales.

Tabla 2.20. Submuestras de los valores mayores y menores prueba de Goldfeld-

Quandt.
Submuestra de 9698,0 15 Se le determina la suma de cuadrados de
las primeras 9887,0 14 los residuos a las primeras observaciones
observaciones 9234,0 13 correspondiente a los valores mayores de X.
correspondiente a los 9748,0 12 SC.,
valores mayores de X. | 10814,0 ikl
117410 10
10837,0 9
Valores centrales C 12668,0 8
14419,0 7
13595,0 6
Submuestra 14757,0 5 Se le determina la suma de cuadrados de
de las segundas 145220 | 4 | los resid | das observaci
ObSENVAGIONES , os residuos a las segundas observaciones
: 14631,0 3 correspondiente a los valores menores de X.
correspondiente a los 154490 5 e
valores menores de X' 14309.0 ] RI

Fuente: elaborada por los autores.
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Estimacion de la submuestra de las primeras observaciones, correspondiente
a los valores mayores de X vy determinar la suma de cuadrados de los
residuos SC,,.

Tabla 2.21. Regresion para las primeras observaciones, correspondiente a los
valores mayores de X (EViews).

Dependent Variable: Y1
Method: Least Squares
Sample(adjusted): 1 6
Included observations: 6 after adjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 15012.00 1925.571 7.796129 0.0015
X1 -386.0000 152.6277 -2.529029 0.0647
R-squared 0.615236  Mean dependent var 10187.00
Adjusted R-squared 0.519045 S.D. dependent var 920.6624
S.E. of regression 638.4877  Akaike info criterion 16.01728
Sum squared resid SC,,=1630666. Schwarz criterion 15.94787
Log likelihood -46.05185  F-statistic 6.395988
Durbin-Watson stat 1.158910  Prob(F-statistic) 0.064731

Funcioén de regresion estimada ¥, =15012,0 —386,0 X, donde la suma
de cuadrados de los residuos SC,, es 1630666.

Estimacion de lasubmuestra de las segundas observaciones, correspondiente
a los valores menores de X vy determinar la suma de cuadrados de los
residuos SC, .

Tabla 2.22. Regresion para las segundas observaciones, correspondiente a los
valores menores de X (EViews).

Dependent Variable: Y2
Method: Least Squares
Sample(adjusted): 16
Included observations: 6 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  t-Statistic Prob.
C 15119.33 541.8592  27.90270 0.0000
X2 -164.4286  139.1366  -1.181778 0.3028
R-squared 0.258792  Mean dependent var 14543.83
Adjusted R-squared 0.073491 S.D. dependent var 604.6938
S.E. of regression 582.0502 Akaike info criterion 15.83219
Sum squared resid  SC,, = 1355130.  Schwarz criterion 15.76278
Log likelihood -45.49658  F-statistic 1.396599
Durbin-Watson stat 2425195  Prob(F-statistic) 0.302751
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Funcion de regresion estimada 1;2 = 15119 .33 —164.43.X,  donde la suma
de cuadrados de los residuos SC,, es 1355130.

Calcular el cociente de la suma de cuadrados de los residuos de ambas
regresiones.

Para detectar la heterocedasticidad, a partir de la prueba de Goldfeld-
Quandt, se determina el valor estimado 4 = F, obtenido como el cociente
de la suma de cuadrados de los residuos de las primeras observaciones,
correspondiente a los valores mayores de X, con respecto a la suma de
cuadrados de los residuos de las segundas observaciones, correspondiente
a los valores menores de X, es decir:

(n—c- 2p/j
f—e ... N
SCr1

(n—c—2p%

A =F =1630666/1355130=1,20

P

3.2- Determinacion del valor critico o teérico de A =F

Fi [ (n—c=2p)/2; (n—c—2p)/2=Fyo5| 15-3-2)/2, 15-3-4)/2) |=

F g5(4:4)=6,39

Como: FSFl_a[ (n-c—-2p)/2; (n—c—2p)/2 ],osea, 1,20 < 6,39,

no se rechaza H,.

Como el valor obtenido 4= F =1630666/1355130=1,20 no excede el valor
critico o tedrico de FO,95 (4;4) igual a 6,39, por tanto, no se rechaza la hipoétesis
nula, infiriéndose que existe homocedasticidad en las varianzas del error,
pues las varianzas se mantienen constantes para todas las observaciones y

no dependen de la observacion correspondiente.
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IV.3.2- Prueba general de heterocedasticidad de White

Inicialmente a partir de los datos correspondientes de la cantidad de cabezas
del rebafo planificadas total al final del afio durante qumoe afnos, se estima
la funcion de regresion representada por E(Yt/Xt) Y ,Bl +,B2 X,, cuyo
resultado exhibido anteriormente es el siguiente:

Tabla 2.23. Resultado estadistico del modelo de regresion lineal estimado
(EViews).

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 2001 2015
Included observations: 15
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 16159.14 438.4172 36.85791 0.0000
X -467.3179 48.21947 -9.691477 0.0000
R-squared 0.878419  Mean dependent var 12420.60
Adjusted R-squared 0.869067 S.D. dependent var 2229.854
S.E. of regression 806.8660 Akaike info criterion 16.34776
Sum squared resid 8463425.  Schwarz criterion 16.44216
Log likelihood -120.6082  F-statistic 93.92473
Durbin-Watson stat 1.508921  Prob(F-statistic) 0.000000
Como:

-l < —l‘l_g(n—z) y la Prob (z-statistic) o valor p menor que el nivel de

significacion, se rechaza la hipdétesis nula.

-F>F_,(p—1, n—p) ylaProb (F-statistic) o valor p menor que el
nivel de significacion, se rechaza la hipoétesis nula.

Como resultado de aplicar las pruebas ¢ de Student y F' de Fisher, la funcién

bl -

de regresion lineal simple E(er)(}) =Y, =1615914-46732X, es de

buen ajuste y significativa para un nivel de significacion de 0,05.

A partir de los resultados anteriores, se realiza la prueba general de
heterocedasticidad de White, obteniéndose el siguiente resultado:
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Tabla 2.24. Prueba de la heterocedasticidad de White (EViews).

White Heteroskedasticity Test:

F-statistic F=0.225256 Probability 0.801612
Obs*R-squared nR’ = 0542763 Probability Valor p = 0.762326
Test Equation:
Dependent Variable: RESIDA2
Method: Least Squares
Sample: 115
Included observations: 15
Variable Coefficient  Std. Error t-Statistic Prob.
C 7818721 702525.9 1.112944 0.2875
X -19370.01 202048.6 -0.095868 0.9252
XA2 7582707 1227962  -0.061750 0.9518
R-squared R’=0.036184 Mean dependent var 564228.4
Adjusted R-squared -0.124452  S.D. dependent var 743779.2
S.E. of regression 788704.7  Akaike info criterion 30.17103
Sum squared resid 7.46E+12  Schwarz criterion 30.31264
Log likelihood -223.2827  F-statistic 0.225256
Durbin-Watson stat 2522230 Prob(F-statistic) 0.801612

La ecuacion de los errores esta dada por la regresion auxiliar asociada a la

prueba, siendo: el?“ —a +a X +a X*+v
1272 7302

1

1- Formulacion de las hipotesis nula y alternativa:

H, a,= a, =0 Existe homocedasticidad (no hay heterocedasticidad).

H,: Alguna a = O Existe heterocedasticidad.

2- Region critica para el estadistico de prueba n.R?, dado el nivel de

significacion & | es
2 2
nR ~ Xi_q(8D) = Xi_gq k)

W:{ n-R?>eR con n-R*>0: n'R2>;(12_a (k)}

k- nUmero de parametros de los errores al cuadrado menos una constante.

3- Regla de decision:

- Rechazar H,, si n -R? >;(12_a k).

- No rechazar H, si n* R* < )(lz_a (k).
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3.1- Célculo del estadistico de prueba n.R’

nR?=15.0,036184 = 0,54276

Informacion del reporte de salida del EViews: Obs*R-squared = 0,542763.
3.2- Determinando el valor critico o tedrico Zf—a () = le—a' (k)

Existen tres parametros y una constante: k =p -1 = 3-1 = 2.

Grados de libertad igual a 2.

Entonces: Zf—a (g)) = Zf—a )= 15,95 2) =599

Como:

- nR? < ,{é_a)g! = Z(zl—a)k, o sea, 0,54276 < 5,99, no se rechaza H,.

- Elvalor pde nR?> > & o sea, 0,762 > 0,05, no se rechaza H,

Corroborando el resultado anterior, mediante la aplicacion de la prueba F de
Fisher.

1- Formulacion de las hipoétesis nula y alternativa:
H, a,= a, =0 Existe homocedasticidad (no hay heterocedasticidad).
H,: Alguna a = O Existe heterocedasticidad.
2- Region critica para el estadigrafo £, dado el nivel de significacion & | es
Wz{FESR con F20: F>F_, (p-1, n-p) }
3- Regla de decision:
-RechazarH,, si F>F_, (p—1, n—p).
-NorechazarH, si F<F_, (p-1, n—p).

3.1- Tomar como valor del estadistico de prueba el que proporciona la
prueba de White, F' = 0,225.

3.2- Determinar el valor critico o teérico de F:
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Fi_o,(p-1, n—p)=F_(4s(3-1 15-3)= F;45(2, 12) =389

Como: F'<F_,(p—1, n—p),osea 0,225 < 3,89, no se rechaza la
hipoétesis nula.

La aplicacion de la prueba F de Fisher complementa los resultados
obtenidos con el estadistico de prueba n.R? ; al no rechazar la hipétesis
nula, no existe heterocedasticidad, por tanto, se cumple con el supuesto de
homocedasticidad.

Como resultado de aplicar las pruebas: Durbin-Watson, general de
heterocedasticidad de White, y Jarque-Bera, se comprueba que no existe
autocorrelacion; que existe homocedasticidad en la varianza del error, es
decir, las perturbaciones son homocedasticas, y que existe normalidad
en la serie de valores de la variable dependiente o regresada y en los
residuos. Teniendo en cuenta los resultados de la muestra y con un nivel
de significacion del 5%, se concluye que la funcién de regresion estimada
E(K.-'Xz) = ft = 16159 14 — 467,32.X,, constituye el modelo matematico
adecuado que permite realizar las proyecciones correctas de la cantidad de

cabezas del rebafio.
V- Determinacion de los intervalos de confianza para B, y B,.

Determinada la funcion de regresion lineal simple,
E(Yz/Xt) = )?t =16159,142 — 467,317X,, y considerada como de buen
ajuste y buena predictora, esta se utilizara para proyectar el comportamiento
de la masa ganadera al final del periodo de un afio, es decir, permitira obtener
el término independiente de la restriccion de tipo cinco, rebafio planificado
al final del periodo.

Con el interés de incorporarle mayor flexibilidad al modelo de programacion
de meta lineal con prioridad y robustecer sus resultados, se considera la
necesidad de realizar inferencias a partir de la estimacion del intervalo de
confianza al coeficiente de regresion, que expresa el ritmo de decrecimiento
del rebafio al final del afio, /3, .
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V.1- Determinacion del intervalo de confianza del 95% para £,

Partiendo de ,Bj tt . (n—p) 6_31.

se tiene que Bty (n—p) 6'32

O, =S, = —
donde: B

& Z (X, - X)’ Zn:Xf —nX>

s R
SC 4 _Zwl 2

n—p n—p

. 2
siendo S; =

Los valores correspondientes al error estandar asociado al coeficiente de

regresion B, ( Gﬁ = SBz )y a la varianza asociada a los residuos(SI%)
2

fueron determinados en el desarrollo de la prueba ¢ de Student y en el analisis

de varianza, obteniéndose el siguiente resultado:

G, =S4, = 48.2194

S» =651032,716
Determinando el intervalo en cuestion, para un nivel de confianza del 95%:

B, £t . (n—p) S5, E v, xi =Y =16159.142 — 467317 X,
—467317+ 1, 5/, (15-2) 48,2194

—467317+ 1, 4,5(13)- 48,2194

~ 467317+ (2,16)-(48,2194)

—467.317+ 104,154
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Limite de confianza inferior: -467,317 — 104,154 = -571,471
Limite de confianza superior: -467,317 + 104,154 = -363,163

Intervalo de confianza para Bz : [— 571,471 ; —363,163} 0
—571,471< B, < -363,163 .
Dado el coeficiente de confianza de 95% (1- & =0,95), intervalos como este
[— 571,471 ; —363,1 63} contendran el verdadero valor 5 .

Para el propdsito que se persigue en este epigrafe, solo es interés determinar
el intervalo de confianza para ,Bz, no obstante se determina también el
intervalo de ognfianza asociado a B, por la particularidad que presenta el
calculo de Gﬁ’l = Sﬁl . Ademas, puede ser de utilidad para el lector de
pregrado.

V.2- Determinacion del intervalo de confianza del 95% para f,

Partiendo de ,éj +t,_,,(n—p)o,
J

setieneque B +¢,_ . (n—p) &,
1

n

sc, 2 )

n—p n—p

. 2
siendo Sz =

Célculode (’)\'[3 = S[;, , apartir de lainformacion de latabla2.11 empleada
1 1

en la prueba ¢ de Student.
A 651032,717) - (1240
O, = R =438 417
B 15-280
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5 8463425 33
Sz :T:651032,717, resultado obtenido del analisis de

varianza.
Determinando el intervalo en cuestion para un nivel de confianza del 95%:

Bttt . (n—p) oy E v xy =Y, =16159,142 — 467,317 X,

16159,142% £, s/, (15—2) - 438417
16159142+ 1, 4. (13) - 438,417

16159,142+ (2.16) (438.417)

16159,142 + 496,981
Limite inferior: 16159,142 — 946,981 = 15212,161
Limite superior: 16159,142 + 946,981 = 17106,123
Intervalo de confianza para B [15212,161 ; 17106,123} o}
15212,161 < B, <17106,123
Dado el coeficiente de confianza de 95% (1- & =0,95), intervalos como este
[15212,161 ; 17106,123} contendran el verdadero valor de f3,.

Los resultados del intervalo de confianza se obtienen, igualmente, mediante la
utilizacion del programa estadistico EViews, como se muestra a continuacion:

Tabla 2.25. Intervalos de confianza para B, (EViews).

Coefficient Confidence Intervals
Sample: 2001 2015

Variable Coefficient 95% ClI
Low High
C 16159.14 15212.000 17106.286
X -467.31 -571.490 -363.146

En correspondencia con lo expresado en el andlisis de la restriccion de tipo
cinco en el epigrafe 2.3, esta se acota superiormente, con el valor resultante
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de adicionar a la existencia real inicial (a) el limite superior del intervalo
de confianza, resultando como el término independiente de la restriccion
la cantidad de 9335 animales, es decir, 9698 menos 363, [9698 + (-363) =
9335]. Generandose a partir de la restriccion en forma general

b X3, +di=b donde: b=a+L
i=1,2.3,4,6,7.8,9,10,11

superior’

la restriccion particular
X37+ )(38 +X;9 +X40 +X42 +‘X:13 +X44 +X45 + )(46+X47 + d.?i S 9335

VI- Verificar la validez de la funcion de regresion a través del intervalo
de confianza para g3, .

1- Formulacion de la hipétesis nula y alternativa:

Hy B,=0
Hi: f,#0

2- Region critica o de rechazo para el estadistico de prueba o coficiente de
regresion f,, dado el nivel de significacion & , es

W: ﬂ,\Zem: ﬂAZ<_t a (n_p)é-” 0 B2>t a (n_p)é-”
12 By 1= B,

3- Regla de decision:

-Rechazar H,, si 8, <—t a(n—p)é'é o fB,>t a(n—p)OA'é.
1 — 2 1 — 2
2 2

-NorechazarH,,si 8, 2 — tl o (n=p) 61§2 o p,< tl o (n=p) 61§2

osea, — t (n—p)é'é < ,BZ <t ., (n—p)6é.
12 2 = 2

3.1- Célculo del estadistico de prueba o coeficiente de regresion f3,:
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n I
S XiYi—nXYy

p _ 1=l

ﬂ2 - n 5 —2
> X, —nXx
=1

F 1359623 — (15)(8)(12420 ,6)  —130849
: 1240 — (15)(64) 280

= —467 3179

3.2- Determinar el valor critico o teérico t1 a (n—p) 0B2
2

fioos2(15-2)-48,2194 = 1,,:13)-48,2194 = (2,16) (48,2194) = 104,154

Como: Bz <-t , (mn-p) OA-E , 0 sea, -467,32 < 104,15, se rechaza H..
1-2 2

2
Basado en los resultados de la muestra y con un coeficiente de confianza del
95%, se puede afirmar que B, es significativamente diferente de cero.

Asimismo, como f, = 0se encuentra por fuera del intervalo de confianza
—571,471 < B, £ -363,163 , por tanto se rechaza la hipétesis nula de que el
verdadero valor de 3, sea cero, con un 95% de confianza. Entonces, como
B no puede tomar valor cero, se puede afirmar que 3, es significativamente
diferente de cero.

Con la informacién expuesta se comprueba que el resultado derivado de
la prueba de hipdtesis, mediante el intervalo de confianza para B, es
coincidente con el resultado de la prueba de hipodtesis mediante la aplicacion
del analisis de varianza para la regresion y con la prueba ¢ de Student.

2.6. Planteamiento del modelo econémico-matematico de trabajo

Continuando con la aplicaciéon de la metodologia de la modelacion
econdmico-matematica que sustenta el desarrollo del contenido del libro, una
vez realizado el planteamiento general del modelo econdémico-matematico
tedrico, procesada la informaciéon de partida, y determinados y validados
los parametros del modelo, se plantea el modelo econdmico-matematico
de frabajo que posibilita consolidar e integrar el modelo teérico con los
resultados numéricos obtenidos de procesar la informacion de partida y de
la determinacion de los parametros.
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Seguidamente, se especifican las restricciones y la funcion objetivo del
planteamiento general del modelo econdmico-matematico de meta a la
situacion préactica objeto de estudio, lo que constituye el modelo econémico-
matemadtico de trabajo.

Construccion del sistema de restricciones

Restriccion de tipo |, para el movimiento de las categorias por edad y sexo
del rebafio.
3463 X 3463 - 2.6

Vacas X M e s e X g 3363 00
. 2280 X ? 1 i . g i 2280 - 2.6
Novillas: ———%* - X,, — X, + X, + X,, +d, —d,;, =2280 e
o 557X - , s = i 557 -9.4
Afojas: ——2 — X s — Xy + X + Xy +d; —dj =557 - —
100 - 100
1140 X : 1140 -8.8
Terneras: ———* - X, - X, +X,, + X, +d,, —d;, =1140 R
308 X 308 -1.5
Toros:——% _ X Xop 4:Xie b X s Vdi—dE =308 = %
100 18 54 30 42 16 16 100
195 X 195 -2.6
Bueyess — L — X,, X, .+ X, + X, +d, —d}, =195 - — "~
y 100 19 55 31 43 17 17 100
2X o o 5 221
Sementales: —2 — Xy — X6 + Xpp + Xy +djg —dig =2
00 100
259X 259 -4.6
Toretes: — 2o ¥ X kX X, vd, wdf =259~"""
100 21 57 33 45 19 19 100
- 356 X 356 -16.4
Afocjos: —— % X - X, +X,, + X, +d;, —dj, =356 - ——
J 100 22 58 34 46 110 110 100
1138 X s T 1138 -11
Terneros: T“—XZS = X gk Koot X el B — . =138 e

Restriccion de tipo I, para el movimiento de las categorias terneras crias y
terneros crias del rebafio.
943 X, 943 -11

Ko =934
100 100

Terneras crias:
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1030 X, 1030 -5

Terneros crias: — X, =1030 —
100

Restriccion de tipo Ill, para garantizar la transferencia de animales hacia las
categorias inmediata superior.

) 2280 X 5 3 = 2280 -2
Para las novillas; =———— 2+ X, +d,, —d3, =2280 -~~~
100 100
_ . i5STX g _ 557 -9.4
Para las afojas: ———=2+ X,, +d, —dq; =557 - —
100 100
1140 X a4 s 1140 -8.8
Para lasterneras: ————+ X, +d,, —d;, =1140 - ——
100 100
559 X n g 559 -4.6
Para los toretes: ———2 + X,, +dyp —d;y =559 - "
100 100
. . Bk 356 -16,4
Para los afiojos: —— 10 4 x ., +d;, —d}, =356 - —
100 100
Para los terneros: MJF X +dy —diy = 1138 — %

Restriccion de tipo |V, para garantizar un determinado volumen o rango de
animales en algunas de las categorias.

Para la categoria vacas, una aplicacion importante de la restriccion es
garantizar el rebafio final de vacas con el que se podra cumplir el plan de
produccion de leche, expresado por:

X, 2V i=1
Célculode V' :
2P
V=g
2-750000
V =————-3463 = 2610 vacas
247

El valor de Ves igual a 2610 y representa el nimero de cabezas minimas de
vacas necesarias para garantizar la produccion de leche planificada de las
vacas; por tanto, la restriccion para las vacas se plantea como se muestra a
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continuacion:

Para las vacas: X, > 2610, X, < 3850

Las restricciones para el resto de las categorias se expresan como:
Para las novillas: X,; < 1800

Para las anojas: X, < 650

Para las terneras: X, < 950

Para los toros: X,, < 300

Para los bueyes: X, < 250

Para sementales: X, =2

Para los toretes: X, < 250

Para los anojos: X,, < 400

Para los terneros: X, < 900

Restriccion de tipo V, para garantizar el rebano planificado al final del periodo.

X37+ X?S + X39 + X40 + X42 + X43 + X44 + X45 + )(46+ X47 + d3- < 9335

El término independiente 9335, cota superior de la restriccion de tipo V, se
determina a partir del intervalo de confianza, donde se adiciona a la existencia
inicial del rebafio el limite superior del intervalo de confianza, como se analizd
en el epigrafe 2.5.

Restriccion de tipo VI, para garantizar la correspondencia entre latransferencia
de animales de una categoria a otra.

Correspondencia entre vacas y novillas: X,,- X, = 0
Correspondencia entre novillas y afojas: X,,- X,, = 0
Correspondencia entre afiojas y terneras: X, .- X, = 0
Correspondencia entre terneras y terneras crias: X, - X, = 0

Correspondencia entre toretes y afiojos: X, - X,, = 0
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Correspondencia entre afiojos y terneros: X,,- X, = 0
Correspondencia entre terneros y terneros crias: X, .- X, = 0

Correspondencia entre toros, bueyes y sementales con respecto a los
toretes: X+ X, +X,-X,,=0

Restriccion de tipo VII, para regular la extraccion de animales para carne o
venta dentro de cada una de las categorias.

Para las vacas: X, > 8§, X, <12
Para las novillas: X, > 3, X, < 11
Para las anojas: X, > 25, X, < 30
Para las terneras: X, > 10, X, < 28
Para las terneras, crias: X, =0
Para los toros: X, > 15, X, < 20
Para los bueyes: X, > 5, X, < &8
Para sementales: X, = 0

Para los toretes: X, > 45, X, < &5
Para los anojos: X,, > 25, X,, < 35

Para los terneros: X, > 25, X, < 35

Para los terneros, crias: X,,= 0

Restriccion de tipo VIII, para garantizar la correlacion estructural necesaria
entre distintas categorias.

Correlacion entre vacas y novillas: X, — 0,12 X, +d,, —d;;, =0
Correlacion entre novillas y terneras: X,, —0,2X,, +d, —dy, =0
Correlacion entre toros ceba y toretes: X5 —0,2X,, +d;; —d; =0

Correlacioén entre afiojos y terneros: X ,; —0,1X,, +d,, —d,, =0
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Restriccion de tipo X, para garantizar las compras a terceros.
Para las vacas: X, = 0

Para las novillas: X, = 0
Para las anojas: X, = 0
Para las terneras: X, = 0
Para los toros: X, = 0

Para los bueyes: X, ;=0
Para los sementales: X, = 0
Para los toretes: X, =0
Para los anojos: X, = 0
Para los terneros: X,,= 0

Restriccion de tipo X, para garantizar la produccion mercantil de carne en
pie del rebano.

12466,8X,+ 5472X, + 1225,4X,+ 1368X, + 1293,6X, + 780X, + 9X, + 828,8X, +
783,2X,,+ 1365,6X,, + d; - d.* = 530000

Restriccion de tipo XI, condicion de no negatividad de las variables.

>0; i=13,..,24 X, >0 i=12..36

itn = i+2n

X>0; i=1..12
X, >0 i=37..,48 X  >0; i=49..,60 Todo d; 20; d; >0

i+3n — i+4n =
Funcion Obijetivo

La funcidn objetivo tiene como propdsito la minimizacion de las desviaciones,
dentro de la estructura prioritaria asignadas a estas desviaciones.

Min Z=PF(d; +d;)+Pd; + P(dy; +d;, +d, +d,, +d,; +d)+ P(d;, +d], +d, +d
+dy+di+dy +d+dg +d+dy +d; +dg +dg +dy +d +dy, +d, Hdiy +dh)

+P(dy, +dy +dy +dy +dy, +dyy +dy +dy +dy, +dyyy +day +dsy)

En el planteamiento matematico del modelo de trabajo, fueron definidas
60 variables de decision o esenciales de tipo continuas, 53 variables de
desviacion, y se representaron, en total, 74 restricciones entre los once tipos
de restricciones.
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Concluida la construccion del modelo econémico-matematico de meta lineal con
prioridad, antes de llevarlo al proceso de computo electronico, se procedié a
efectuarla prueba del modelo, que consiste enlarevisiony verificacion de los datos
iniciales que permitieron el planteamiento del modelo. Estas comprobaciones se
efectuaron no solo sobre los célculos numéricos, sino también de las fuentes
originales donde fueron tomados. Finalizada la revision de los datos, se procedio
a determinar la solucion del modelo mediante el empleo del paquete de programa
WinQSB, utilizando el modulo Linear goal programming and Integer linear goal
programming, siendo necesario un total de 77 iteraciones.

2.7. Analisis economico de la solucion del modelo matematico de
meta con prioridad

Obtenida la solucion del modelo matematico de meta con prioridad, se
procede a la presentacion de la solucion satisfactoria que representa el
movimiento del rebafio, organizadas en rebafio a inicio del afio, entradas,
salidas y rebafio al final de afio; por ultimo, se expone de forma resumida el
analisis de la solucion.

Presentacion de la solucion satisfactoria obtenida

Para efectuar el analisis econdmico de la solucién satisfactoria obtenida, se
interpretan las variables de decision o esenciales en correspondencia con
su definicion, desde el punto de vista cualitativo y dimensional en el contexto
del problema. Las variables de holgura se interpretan teniendo en cuenta su
significado, en conformidad con la restriccion donde se encuentren; ademas,
se analizan las variables de desviacion teniendo en cuenta su definicion,
evaluandose el efecto que producen sobre la restriccion de meta.

El andlisis de la solucion obtenida del modelo econémico-matematico para
la programacion del movimiento de rebafo, como técnica cuantitativa de
gestion, es un momento importante, pues mediante este estudio se realiza la
interpretacion econdmica de la solucion satisfactoria obtenida.

Para el andlisis de la solucién del modelo numérico, se toma como referencia
el reporte de salida correspondiente al médulo Linear goal programming
and Integer linear goal programming del paquete de programa WinQSB.
La solucion obtenida del modelo econdmico-matematico es alterna, su
existencia amplia las posibilidades en el analisis de la solucion.

Los resultados de la solucién satisfactoria que se pretende analizar desde el
punto de vista técnico-econdmico, han sido tabulados de manera resumida
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en la tabla 2.26, que constituye una adecuada presentacion del balance
del movimiento de rebafio, por categorias de edad y sexo, para el periodo
planificado.

Tabla 2.26. Movimiento del rebafo propuesto para el periodo planificado.

Rebaiio al inicio del afo Entradas
Animales Estructura | Nacimientos Llegadas de las Compras a
categorias inferiores terceros
Categorias 4, Ci 9
edadd;/3 Sexo Kien X ian
b o b (X13 - X24) (X49 ) Xso)
(cabezas) (%) (cabezas) (cabezas) (cabezas)
2 3 4 5 6
Vacas 3463 35,71 - 1983 0
Novillas 2280 23,51 - 366 0
Afojas 557 574 - 721 0
Terneras 1140 11,76 - 896 0
Terneras, crias 0 0,00 943 0 0
Toros Ceba 308 3,18 - 260 0
Bueyes 195 2,01 - 76 0
Sementales 2 0,02 - 0 0
Toretes 259 2,67 - 559 0
Afiojos 356 3,67 - 785 0
Terneros 1138 11,73 - 979 0
Terneros, crias 0 0,00 1030 0 0
Total 9698 100 1973 6625 0
(Continuacion tabla 2.26)
Salidas
Transferencias Ventas a otras empresas o Pérdid
a para el sacrificio erdidas
categorias
SUPENores | pPorcentaje | Animales | Pesovivo | Total ai:n;
) de ganado promedio | extraido 100
Categorias X isan extraido | @i X i o para 0
de 100 carne
edad y sexo (Xy5- Xy X
(X=X ci X Ciln;
100 100
(cabezas) (%) (cabezas) (kg) (k) (cabezas)
7 8 9 10 11 12
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Vacas 0 8 277 360 99734,4 90
Novillas 1983 11 251 240 60192 46
Afojas 366 25 139 220 30635 52
Terneras 721 28 319 120 38304 100
Terneras, crias 896 0 0 0 0 47
Toros Ceba 0 20 62 420 25872 5
Bueyes 0 8 16 400 6240 5
Sementales 0 0 0 450 0 0
Toretes 336 85 220 320 70448 12
Aficjos 559 35 125 220 27412 58
Terneros 785 20 228 120 27312 125
Terneros, crias 979 0 0 0 0 51
Total 6625 i 1636 i 386149,4 591

(Continuacion tabla 2.26)

Variable de Rebano al final de afo
desviacion _
restriccion Término Animales
movimiento de Independiente Estructura
Categorfas rebafio
dge X i+3n
edad y sexo X, -X,)
- +
di di o
(cabezas) (%)
13 14 15 16 17
Vacas 1299 0 3373 3850 41,24
Novillas 0 1434 2234 1800 19,28
Afiojas 71 0 505 650 6,96
Terneras 0 37 1040 933 9,99
Terneras, crias 0 0 896 0 0,00
Toros Ceba 201 0 303 300 3,21
Bueyes 0 0 190 250 2,67
Sementales 0 0 2 2 0,02
Toretes 0 0 247 250 2,67
Afiojos 0 0 298 400 4,28
Terneros 79 0 1013 900 9,64
Terneros, crias 0 0 979 0 0,00
Total i i I 9335 100

Fuente: elaborada por los autores.
Andlisis de la solucion satisfactoria

El analisis de la solucion satisfactoria, es decir, el andlisis de la mejor solucion
obtenida con la aplicacion del modelo econdémico-matematico de meta con
prioridad, se realiza teniendo en cuenta las fases que constituyen el balance
del movimiento de rebafo.
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Analisis de las entradas del balance del movimiento de rebafio

Un momento trascendental en el movimiento de rebafio son los cambios
de categorias que se originan en correspondencia con la edad y sexo del
rebafio, es decir, las transferencias que se producen de la categoria inferior a
la categoria inmediata superior, dentro del mismo sexo. En total, se produce
el traslado natural entre las categorias de 6625 animales, teniendo un peso
importante las transferencias de las categorias de edades inferiores a las
categorias vacas, afojas, terneras, afojos y terneros, representando el
80,96% de las transferencias totales.

Analisis de las salidas del balance del movimiento de rebafo

El porcentaje satisfactorio del rebafio extraido para la venta o el sacrificio, con
respecto a la existencia inicial, se encuentra formado por nueve categorias
por grupos de edad y sexo, como se muestra a continuacion: 8% de las
vacas, 11% de las novillas, 25% de las afiojas, 28% de las terneras, 20% de
los toros, 8% de los bueyes, 85% de los toretes, 35% de los afojos, y 20% de
los terneros. En total, se extraen para la venta o el sacrificio 1636 cabezas.

La cantidad satisfactoria de cabezas del rebafo destinados a la venta o
sacrificio, desglosado por categoria de edad y sexo, permitira alcanzar una
produccion mercantil de carne en pie del rebafio total anual de 386520 kg,
superior en 37985 kg, es decir, en un 10,90%, a la producciéon mercantil
planificada de carne en pie del rebafo total.

Losterneros, lasterneras hastaun afio, lasvacasy los afiojos sonlas categorias
que mayor incidencia tienen en las pérdidas por muerte, constituyendo el
63,11% del total de las muertes.

Andlisis de la estructura satisfactoria del rebafio completo al final de
afo que se planifica

Para el analisis del balance de movimiento de rebafio desde la perspectiva
productiva y econdmica, es indispensable la evaluacion de la estructura mas
adecuada del rebafio al final de afio. Siendo la solucion satisfactoria, la que
constituye la mejor variante en el contexto del modelo matematico planteado,
es decir, es la estructura que mejor representa las existencias finales por
cada una de las categorias. La misma queda representada por la cantidad
de animales y el porcentaje exhibido en las dos uUltimas columnas de la tabla
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2.26, alcanzando un rebafio total de 9335 cabezas.

Se destaca que las vacas y novillas, como categorias estratégicas para
el desarrollo de la masa ganadera, representan el 60,52% del rebafio al
final de afio, lo que contribuira a garantizar para el afio que se planifica,
la reproduccion y futuro crecimiento del rebafio, asi como lograr el nivel
satisfactorio de produccion de leche planificada anual de 750000 litros.

Comparacion entre la estructura propuesta y la real alcanzada por la
empresa

La estructura propuesta corresponde a la solucién satisfactoria obtenida con
la aplicacion del modelo econdémico-matematico de meta planteado.

Al comparar la estructura satisfactoria propuesta del rebafio para final de
ano, con respecto a la estructura planificada por la empresa para el mismo
periodo, se plantea un crecimiento del 1,46% de cabezas de la propuesta
con respecto a lo planificado, equivalente a 134 animales, como se muestra
en la siguiente tabla.

Tabla 2.27. Estructura propuesta, planificada y real del rebafo para final de afho.

Efégjég;: Estructura legreeg C1a | Estructura real Dgglrigglla
~ planificada del rebafo
Cat as pi?grﬁr?;nge del rebafio %C;%Léistga alcanzada por res;:aacto
ri
ega%g;)sZio € afio por la empresa al plan la empresa propuesta
ES 8= |E£38 (8= |3 EL S« |8
<8 |3 <8 |8 S <8 |& S

Vacas 3850 | 41,24 | 3728 40,52 122 3902 | 41,06 52
Novillas 1800 | 19,28 1840 20,00 -40 1760 | 18,52 -40
Afojas 650 6,96 571 6,20 79 701 7,38 51
Terneras 933 9,99 856 9,30 77 968 10,19 35
Toros Ceba 300 3,21 198 2,15 102 337 3,55 37
Bueyes 250 2,67 182 2,00 68 291 3,06 41
Sementales 2 0,02 2 0,02 0 2 0,02 0
Toretes 250 2,67 148 161 102 295 3,10 45
Afojos 400 4,28 782 8,50 -382 341 3,59 -59
Terneros 900 9,64 894 9,70 6 906 9,53 6
Total 9335 | 100,00 | 9201 | 100,00 134 9503 | 100,00 168
Porcentaje de crecimiento de la estructura propuesta respecto a la i
estructura planificada: 1,46 %

Fuente: elaborada por los autores.
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Al confrontar la estructura real alcanzada por la empresa con respecto a la
estructura satisfactoria propuesta del rebafio para final de afio para el mismo
periodo, existe un crecimiento del 1,79% de cabezas del real con respecto
a la estructura propuesta, correspondiente a 168 animales, como se exhibe
en la tabla.

Para verificar la validez de la estructura satisfactoria propuesta del rebario
para final del afio, se realiza la prueba estadistica no paramétrica de Rango
de Wilcoxon. La prueba permite comprobar si existe correspondencia entre
la estructura propuesta del rebafio para final del afio, con la estructura real
del rebafio alcanzada por la empresa al final del afio.

En la tabla 2.28 se muestra el estadistico de prueba Wilcoxon (Z) y su nivel
critico bilateral (Asymp. Sig.).

Tabla 2.28. Prueba para dos muestras relacionadas de Wilcoxon (SPSS).

Estadisticos de prueba?

Estructura Propuesta —
Estructura Real

Z -1,125°
Sig. asintética (bilateral) ,260

a. Prueba de rangos con signo de Wilcoxon
b. Se basa en rangos negativos.

Como el valor del nivel critico obtenido de 0,260 es mayor que el nivel de
significacion de 0,05, no se rechaza la hipotesis nula de la igualdad de
promedios, aceptandose la hipétesis de homogeneidad. Por tanto, se puede
afirmar que la estructura satisfactoria propuesta del rebafio para final del
ano y la estructura real del rebafio alcanzada al final de afo no difieren
significativamente, no existiendo diferencias estadisticamente significativas
entre ambas estructuras.
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En el presente libro, se articula de manera coherente el
tratamiento metodoldgico dado a los contenidos tedricos
racticos relacionados con las areas del conocimiento de
rogramacion Lineal, Pruebas de Hipotesis, Analisis de Re-
gresion y Aplicaciones de las Derivadas, ademas se logra la
aplicacion de los métodos y modelos econdémico-matemati-
COS a procesos economicos del sector agroindustnal y agro-
pecuario. El desarrollo metodoldgico de los capitulos se
sustenta en la aplicacion de la metodologia de la mode-
lacion econdmico-matematica. En cada capitulo, se hace
referencia a las caracteristicas productivas, econémicas y
tecnologicas del objeto de estudio practico, lo que permite
lograr una mejor comprension del proceso de modelacion
matematica mediante la aplicacion de la programacién
lineal y de meta lineal con prioridades. Un aspecto relevante
del libro, que contribuye a robustecer la solucion de los
- modelos econdmico-matematicos anteriores, es la determi-
~ nacién y validacion de sus parametros, a través del empleo
~ de los metodos y tecnicas de la Estadistica, la Econometria
.y la Matematica. Estos métodos vy técnicas, asi como los
. modelos econdmico-matematicos, se abordan tedricamente
vy se realizan sus aplicaciones practicas a situaciones
economicas reales. Se utilizan los guetes de programas
informaticos WinQSB, EViews y SPSS, para la obtencion de
la solucion de los modelos econdmico-matematicos y para
- la estimacion e inferencia de los modelos estadisticos. El
~ libro proporciona un adecuado material de consulta para los
estudiantes de pregrado de las Ciencias Econdmicas y Em-
presariales, en temas de las asignaturas de Matematica
Aplicada, Estadistica Inferencial, Investigacion Operativa y
Econometria.
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